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要旨 
 

 本論文では，レーザー誘起マイクロジェットの生成効率向上に向けて，マイクロジェット

速度を支配する気泡パラメータを特定し，そのパラメータがマイクロジェット速度に与え

る影響を調査することを目的とする．さらに，マイクロジェット速度を最大化する最適気泡

パラメータを調査することを目的とする． 

 本研究では初めに，マイクロジェット速度を支配する気泡パラメータの 1 つであると示

唆されている気泡数にのみ着目し，数値解析による調査を行った．本調査では，レーザー誘

起マイクロジェットの生成元であるレーザー誘起気泡から伝播する圧力波の数値解析を行

い，圧力波の経路や構造を明らかにした．更に，気泡の体積膨張履歴を用いた考察から，気

泡数を増やすほど圧力波干渉により気泡膨張が阻害され，インパルスが小さくなることを

確認した． 

 次に，最適化アルゴリズムを用い，マイクロジェット速度にかかわるインパルス最大化を

目的とした気泡最適化を行った．更に，気泡最適化の過程で得た解の集合を，データ解析手

法を用いて解析することで，マイクロジェット速度を支配する気泡パラメータの同定を行

った．これらの結果から，壁面に半円状の気泡を付着させるような気泡配置が最適解として

得られた．本調査によって，気泡の位置，個数，体積がマイクロジェット速度を支配するパ

ラメータとして得られた． 

 最後に，気泡内のエネルギー総量𝐸𝐸とインパルス𝐼𝐼の比であるエネルギー効率𝐼𝐼/𝐸𝐸の最大化

を目的とした気泡最適化とデータ解析を行った．本調査においても，壁面に半円状の気泡を

付着させるような気泡配置が最適解得られた．一方，気泡の位置，個数，体積，エネルギー

総量𝐸𝐸がマイクロジェット速度を支配するパラメータとして得られた． 𝐸𝐸が支配パラメータ

となることは，𝐸𝐸とエネルギー効率の関係を記述する解析解の導出からも確認された．  



Abstract 
 

The objective of this study is to investigate bubble parameters that govern the microjet 

velocity and their effect on a microjet velocity in order to improve the generation 

efficiency of a laser-induced microjet. Furthermore, this study is aimed to investigate the 

optimum bubble parameters that maximize the microjet velocity. 

  Initially, we numerically investigated pressure waves propagating from laser-induced 

bubbles, which are the source of laser-induced microjet generation, and clarified the 

pressure wave path and the pressure field structure. This study focused only on the 

number of bubbles, which has been suggested to be one of the bubble parameters 

governing microjet velocity. Furthermore, from a discussion using the volume expansion 

history of the bubbles, it was concluded that the impulse decreases as the number of 

bubbles increases due to inhibited bubble expansion caused by pressure wave interaction. 

  Next, we optimized the bubbles to maximize the impulse, which affects the microjet 

velocity by using an optimization algorithm. From these results, a semicircular bubble 

on the microchannel wall surface was obtained as the optimal solution. Furthermore, the 

set of solutions obtained during the bubble optimization process was analyzed using data 

analysis techniques to obtain the bubble parameters governing the microjet velocity. The 

position, number, and volume of bubbles were obtained as the governing parameters in 

this investigation. 

  Finally, bubbles were optimized to maximize energy efficiency (I/E), which is the ratio 

of total energy in the bubble E to impulse I, and data obtained in the optimization process 

was analyzed. A semicircular bubble on the microchannel wall surface was also obtained 

as the optimal solution in this optimization. On the other hand, the position, number of 



bubbles, volume, and total energy E were obtained as the governing parameters of the 

microjet velocity. The reason that E is the governing parameter was also confirmed by 

the derivation of an analytical solution that describes the relationship between E and 

energy efficiency. 
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1 章 
 

序論 
 

1.1. レーザー誘起マイクロジェット 
 

 Tagawa らは，高速かつ先細形状を有する液体ジェットの生成方法として，レーザー誘起マイクロ

ジェットを提案している [Tagawa 2012]．図 1.1 にマイクロジェット射出の概念図を示す．初めに，

パルスレーザを対物レンズで集光し，微細管内にレーザー誘起気泡を生成する (図 1.1 (a))．その際，

集光条件によっては複数のレーザー誘起気泡が生成される場合がある [Tagawa 2016]．続いて，高圧

のレーザー誘起気泡から圧力波が誘起される (図 1.1 (b))．圧力波は壁や気泡で反射しながら複雑な

圧力場を形成し，メニスカスへと伝播する．メニスカスは圧力波と干渉し，凹面中心方向への界面

運動 (集束効果)が生じる (図 1.1 (c))．集束効果によってメニスカス中心から最小直径 30 [μm]，最大

速度 850 [m/s]程度のマイクロジェットが生成される [Tagawa 2012]． 

 レーザー誘起マイクロジェットと同じく，液体ジェットを生成する方法はいくつか存在する．

Antkowiakらは液体を充填した試験管底部に対し，メニスカス方向へ撃力を加えることで圧力波を誘

起し，マイクロジェットを生成している (図 1.2) [Antkowiak 2007]．Onuki らは Antkowiak らと同様の

方法で高粘度流体の射出可能なデバイスを開発している (図 1.3) [Onuki 2018]．また，気液界面付近

で気泡や空隙を崩壊させ，空隙が崩壊する際の慣性力により液体ジェットを生成することも可能で

ある [Longuet-Higgins 1983] [Duchemin 2002]．Bergmann らは気相から液相へと個体円盤を侵入させて

空隙を生成し，空隙が崩壊する際にジェットが生成されることを報告している (図 1.4) [Bergmann 

2009]．Fedorchenko らは液滴を気液界面へ滴下することで界面付近に空隙を発生，崩壊させ液体ジ

ェットを生成している  (図 1.5) [Fedorchenko 2004]．これらの方法[Antkowiak 2007] [Onuki 2018] 

[Longuet-Higgins 1983] [Duchemin 2002] [Bergmann 2009] [Fedorchenko 2004]と比較して，Tagawa らの

方法  (図 1.6) [Tagawa 2012]はジェット速度が 1 桁程度速く，ジェット径も小さい利点を持つ．この

ような利点により，インクジェット印刷 [Delrot 2016]やナノ液滴生成 [Xiong 2015]の他，無針注射器 

[Tagawa 2013] [Kiyama 2019] [Krizek 2020] [Miyazaki 2021]等，工学及び医学的応用が期待されている． 

 一方，レーザー誘起マイクロジェットは適用範囲拡大や実用化の観点からいくつかの課題が存在

する．Krizek らの無針注射器応用に関する研究によれば，人体の軟組織や脂肪のような組織では十
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分な浸透深さを得るものの，弾性率の大きな乾燥皮膚，瘢痕組織，がん組織への注射は，現在のジ

ェット出力では難しいとしている [Krizek 2020]．このことから，現在用いられているパルスレーザ

ー出力でも大きなマイクロジェット出力を得る効率的な射出方法の検討が望まれる．また，現在超

音速マイクロジェットの生成には出力の高いレーザー装置が必要とされており，先行研究では

100mJ の Nd:YAG レーザー装置が採用されている  [Tagawa 2013]．マイクロジェットの生成効率を高

めレーザー出力を低減させることは，装置価格の低下や安全性向上に繋がるため，装置の実現可能

性を高めるための重要な試みであると考えられる． 

 

 
 (a) 

 
 (b) 

 
 (c) 

図 1.1 レーザー誘起マイクロジェットの射出方法．(a) 対物レンズを通してパルスレーザーを微

細管内の液体に集光し，高圧のレーザー誘起気泡を生成する．(b) レーザー誘起気泡から圧力波が

誘起され，メニスカスに向かい伝播する．(c) メニスカスにて圧力波が干渉し，界面が駆動する．

界面の凹面により，凹面中心方向への界面運動が生じ，マイクロジェットが生成される． 
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図 1.2 Antkowiak らによる撃力によるマイクロジェット生成．図は，[Antkowiak 2007]より引用し

た． 

 

 
図 1.3  Onuki らによる撃力を使用したマイクロジェット生成．図は，[Onuki 2018]より引用し

た． 
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図 1.4 Bergmann らによる円盤を液中に侵入させた際に生ずる空隙を用いたマイクロジェット生

成．図は，[Bergmann 2009]より引用した． 

 

 
図 1.5  Fedorchenko らによる界面への液滴滴下による空隙発生を利用したマイクロジェット生

成．図は[Fedorchenko 2004]より引用し，本論文にあわせて体裁を改変した． 
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図 1.6  Tagawa らのレーザー誘起衝撃波を用いたマイクロジェット生成．図は，[Krizek 2020]よ

り引用した． 

 

1.2. 先行研究 
 

 マイクロジェット生成に関する先行研究では，メニスカス形状やレーザー誘起気泡の体積，個数

等のパラメータがジェット速度に与える影響について調査されている．Peter らは表面張力によって

微細管内液体と壁面の間に生ずる接触角がジェット速度に与えるについて，数値解析により調査し

ている [Peters 2013]．文献 [Peters 2013]では，接触角が小さいほどマイクロジェット速度が大きくな

るとしている (図 1.7)．この結果は，Tagawa らの実験 [Tagawa 2012]で得られた結果と同様の傾向を

示している．Kyriazisらは，成型炸薬の形状に示唆を得ていくつかのメニスカス形状を提案し，マイ

クロジェット生成数値解析を実施している [Kyriazis 2019]．数値解析の結果，トランペット形状の界

面が最も速いマイクロジェットを生成するとしている (図 1.8)．このように，メニスカスがジェット

速度に与える影響に関しては，マイクロジェットを効率よく射出するための指針がある．一方，レ

ーザー誘起気泡のパラメータとジェット速度の関係については，いくつかの示唆に留まっている．

Tagawa らはレーザーの集光位置とジェット速度の関係について実験により調査を行っている 

[Tagawa 2012]．また，レーザー光路を考慮した幾何光学的近似により気泡体積を推定し，ジェット

速度との比較を実施している．幾何光学的近似による気泡体積の推定は，以下の手順で行われる． 
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(1) レーザーはガウシアンビームを仮定し，近似のためレーザー光を複数の光線に分割する．ま

た，管内の液体を，複数のセルに分割する． 

(2) それぞれの光線が通る経路を，管壁での反射を含め追跡する． 

(3) 光線が入射した液体セルにて，Beer-Lambert の法則を用いて液体に与えられるエネルギー𝐸𝐸𝑖𝑖𝑛𝑛

を計算する． 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑛𝑛が液体が蒸発するエネルギーのしきい値𝐸𝐸𝑏𝑏𝑏𝑏𝑖𝑖𝑏𝑏を超えたとき，対象セルの液

体は全て蒸発したと判定する．また，光線のもつエネルギー𝐸𝐸𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟は𝐸𝐸𝑖𝑖𝑛𝑛だけ損失する． 

(4) 液体が蒸発セルの体積を合計し，気泡体積を求める． 

文献[Tagawa 2012]では，上記の推定に基づき，気泡体積が大きいほどジェット速度が速くなるとし

ている (図 1.9)． Tagawa らは水槽内の液体内にレーザーを集光する実験 (図 1.10 (a))を行い，集光に

利用する対物レンズの倍率によって生じるレーザー誘起気泡の個数が変化することを報告している 

(図 1.10 (b))．また，対物レンズの倍率によってレーザー誘起気泡から伝播する圧力波の圧力インパ

ルス [Batchelor 2000]， 

 

𝐼𝐼𝑝𝑝 = � 𝑝𝑝𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑡𝑡

 (1.1) 

 

が変化することを報告している (図 1.10 (c)) [Tagawa 2016]．これら 2 つの結果を考慮すると，レーザ

ー誘起気泡の個数によって圧力インパルスが変化すると考えられる．レーザー誘起気泡から伝播す

る圧力波の圧力インパルスはジェット速度と相関があるため [Peters 2013] [Hayasaka 2017]，気泡数は

マイクロジェット速度に影響を及ぼすパラメータであると考えられる．以上の背景より、気泡のパ

ラメータがマイクロジェット速度に与える影響を調査することは，マイクロジェットの生成効率を

向上させるために重要である．  
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 (a) 

 (b) 

図 1.7  Peters らによる接触角とジェット速度に関する数値的調査．(a)は数値解析設定であり，𝜃𝜃

は表面張力による接触角を示している．(b)はcos(𝜃𝜃)とマイクロジェット速度との比較を示してお

り，実験，数値解析，モデルとの一致を確認できる．また，𝜃𝜃が小さいほど，マイクロジェット

速度が速くなる傾向を示している．図は，[Peters 2013]より引用した． 
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 (a) 

 (b) 

図 1.8  Kyriazis らによるメニスカス形状がジェット速度に与える影響の数値的調査．(a)は調査対

象のメニスカス形状であり，(b)は界面を赤線で，ジェット速度を黒矢印で示した数値解析結果で

ある．トランペット形状で最も速いマイクロジェット速度となることが確認できる．図は，

[Kyriazis 2019]より引用し，改変を加えている． 

 



9 
 

 (a) 

 (b) 

図 1.9 Tagawa らによるレーザー誘起マイクロジェットの実験結果．(a)は微細管中心からレーザ

ー集光点までの距離𝑙𝑙𝑣𝑣とマイクロジェット速度及び幾何光学的近似により推定される気泡体積の

関係を示している．(a)の第 1 縦軸はマイクロジェット速度であり，緑色の点で示される．一方，

第 2 軸は正規化された気泡体積であり，黒色の実線で示される．(a)より，推定される気泡体積が

大きいほど，マイクロジェット速度が速くなる傾向が確認できる．(b)はレーザー集光点までの距

離𝑙𝑙𝑣𝑣とマイクロジェット速度の関係を示している．𝑙𝑙𝑣𝑣によって，マイクロジェット速度に大きな

差が現れる．図は，[Tagawa 2012]より引用し，一部を改変した． 
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(a) (b) 

 
(c) 

図 1.10 Tagawaらによる圧力インパルス計測実験．(a)は実験セットアップ，(b)は対物レンズを変

更した際の観測される気泡数変化，(c)は対物レンズ及びレーザーエネルギーに対する実験で観測

された圧力インパルスを示している．(b)の対物レンスにより気泡数が変化する結果と，(c)の対物

レンスにより圧力インパルスが変化する結果を考慮すると，気泡数によって圧力インパルスが変

化することが示唆される．図は，[Tagawa 2016]より引用し，改変を加えた． 
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 レーザー誘起気泡によって発生する圧力波や圧力場に関しても多くの研究がなされている．Vogel

らは，水中へのレーザー集光時に生ずる発熱，プラズマ放射，衝撃波及びキャビテーション生成へ

のエネルギー分配について調査している [Vogel 1999]．Sankin らはレーザー誘起気泡と結石破砕機衝

撃波の干渉について実験による調査を実施し，気泡崩壊時間と結石破砕機衝撃波の圧縮パルス間隔

が一致するとき，最も強い圧力が観測されるとしている [Sankin 2006]．Klaseboor らは，数値解析に

よりレーザー誘起気泡と結石破砕機衝撃波の干渉による気泡運動について調査している [Klaseboer 

2007]．Quinto-Su らは，2 つのレーザー誘起気泡の間に発生するキャビテーション気泡雲を調査した 

[Quinto-Su 2013]．文献 [Quinto-Su 2013]では，実験と数値解析により、キャビテーション気泡雲中の

気泡と圧力波の時間発展について調査した結果を報告している．Hsiao らは，2 平板間に配置した複

数気泡の運動と気泡周りの圧力場を境界要素法により数値解析した [Hsiao 2013]．Supponen らは非球

形気泡から生じる圧力波に関して実験的調査を行い，周囲に伝播する圧力波のピーク圧力値に関す

る経験式を導出している [Supponen 2017]．Beig は壁近傍に生じた 2 気泡の崩壊を数値解析し，2 気

泡間の相互作用により非球形な崩壊や，気泡内に歪んだジェットが生ずることを指摘している [Beig 

2018]．このように，これまでのレーザー誘起気泡に関する先行研究は，気泡配置や形状等，様々な

気泡パラメータに関する調査を行っているものの，その対象は気泡自身の崩壊現象や周囲の圧力場

形成に限定されている． 

 

1.3. 本論文の目的 
 

 本論文は，マイクロジェット速度を支配する気泡パラメータを特定し，そのパラメータがマイク

ロジェット速度に与える影響を調査すると同時に，マイクロジェット速度を最大化する最適気泡パ

ラメータを調査することを目的とする． 

 本研究では，気泡体積，気泡数，位置といったレーザー誘起気泡のパラメータを制御する必要が

ある．実験においては，集光位置の調整や，対物レンズの変更によるスポット径の調整，緑色レー

ザーを吸光しやすい金ナノ粒子の導入等の工夫によりある程度気泡位置や大きさを制御できると考

えられる．しかし，緻密な気泡パラメータの制御は難しいと考えられる．そこで，本研究では数値

解析による検討を行う． 

 また， いくつかの示唆はあるものの [Tagawa 2012] [Tagawa 2016]，実際にどの気泡パラメータが

マイクロジェット生成に影響を与えるかは未知である．このような状況下で，仮説検証やパラメト

リックスタディを通して影響を与える気泡パラメータを特定し，マイクロジェット速度を最大化す

る最適気泡パラメータを求めるのは，困難を伴うと考えられる．そこで，本研究では，気泡の形状，
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個数，位置，体積等を自由に変更できるような最適化問題を設定し，設定した問題を最適化アルゴ

リズムによって求めることで最適気泡パラメータの探査を行う．また，最適化の過程で得られた解

の集合をデータ解析手法で分析することにより，マイクロジェット速度に影響を与えるパラメータ

の抽出を行う． 

 

1.4. 本論文の構成 
 

 本論文の構成は以下の通りである． 

 2 章では，圧縮性混相流を記述する支配方程式についていくつか触れた後，本研究で用いる five-

equation model [Kapila 2001]について述べる．また，有限体積法を用いた支配方程式の数値解法につ

いて説明する． 

 3 章では，最適化問題を解くための最適化アルゴリズムについて述べる．また，本研究で用いる

最適化アルゴリズムである CMA-ES (Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy) [Hansen 1996]に

ついて説明する． 

 4 章では，最適化過程で得た解の集合を解析するデータ解析手法について述べる．データ解析を

行ういくつかの方法について述べた後，本研究で用いる次元削減法について説明する． 

 5 章では，気泡数がマイクロジェット生成に与える影響について調査した結果を述べる．本研究

では，気泡郡が有する総内部エネルギーや総体積を一定とし，気泡数が与える影響にのみ注視す

る．得られた数値解析結果から，圧力波の伝播経路を明らかにし，圧力波伝播の観点から気泡数が

マイクロジェット生成に与える影響を考察する． 

 6 章では，マイクロジェット生成に関わるメニスカス方向に伝わる圧力の力積𝐼𝐼を目的関数とした

最適化を実施する．また，データ解析によりマイクロジェット生成に影響を与えるパラメータの抽

出を行う． 

 7 章では，力積𝐼𝐼と気泡の総内部エネルギー𝐸𝐸の比𝐼𝐼/𝐸𝐸で定義されるエネルギー効率の最適化を行

う．また，データ解析によりエネルギー効率に影響を与えるパラメータの抽出を行う． 

 8 章は，本論文の結言である． 
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2 章 
 

支配方程式と数値解析法 
 

2.1. 支配方程式 
 

 本研究では，レーザの集光により得られる超高圧気泡から伝播する圧力波や，圧力波と気泡の干

渉現象，及び圧力波とメニスカス干渉によるジェット生成を扱う．これらの現象をシミュレーショ

ンするために，圧縮性混相流を記述する支配方程式が必要となる．圧縮性混相流を記述する支配方

程式は，大きくシャープ界面法 (Sharp Interface Method: SIM)と拡散界面法 (Diffuse Interface Method: 

DIM)に分けられる．レベルセット法 [Osher 2001]，ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian)法 [Luo 2004]，

フロントトラッキング法 [Terashima 2010]に代表される SIM では，界面を幾何的に扱い，界面に境界

条件を設定して，それぞれの相を単相の支配方程式により解くことで流れ場をシミュレーションす

る．界面変形の少ない系において，SIM は界面とその幾何的情報を急峻かつ適切に扱える．一方，

大きな界面変形を伴う系においては，リメッシュや，幾何再構築，熱力学的処理等の特別な処理を

施す必要がある．本研究ではジェット生成のような大規模界面変形を扱うため，これらの欠点は望

ましくない．一方，DIM は方程式系に各相の体積分率や，界面までの距離 (Level set 関数)の保存則

を組み込むことで界面追従を行う．DIM は大規模界面変形を安定に扱うことが可能である．圧縮性

混相流を記述する DIM としては，完全非平衡 Baer-Nunziato model [Baer 1986]に対し，各種平衡条件

を加え方程式数を削減した，six-equation model [Saurel 2009]，five-equation model [Kapila 2001]等の

reduced model が有名である．特に，five-equation model は微細管現象のシミュレーションで必要とな

る粘性，表面張力項の導入[Perigud 2005] [Garrick 2017a]や界面追従を適切に行うための界面再構築法

の開発 [Shukla 2010] [Garrick 2017b]等，改良研究が盛んに行われている．また，衝撃波気泡干渉や，

気泡崩壊，水中水蒸気爆発等を対象とした応用研究も盛んである[Daramizadeh 2015] [Rasthofer 2017] 

[Beig 2018] [Yu 2021]．以上の背景の元，本研究では支配方程式として five-equation model を用いる． 

 支配方程式は Kapila らにより提案された five-equation model に，粘性項及び CFS モデル[Brackbill 

1992]による表面張力項を導入した， 
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𝜕𝜕𝛼𝛼𝑖𝑖𝜌𝜌𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ ∇ ∙ (𝛼𝛼𝑖𝑖𝜌𝜌𝑖𝑖𝒖𝒖) = 0, (2.1) 

𝜕𝜕𝜌𝜌𝒖𝒖
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ ∇ ∙ (𝜌𝜌𝒖𝒖⨂𝒖𝒖+ 𝑝𝑝𝑰𝑰) = ∇ ∙ 𝝉𝝉 + 𝜎𝜎𝜅𝜅∇𝛼𝛼𝑏𝑏 , (2.2) 

𝜕𝜕𝜌𝜌𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ ∇ ∙ �(𝜌𝜌𝜕𝜕 + 𝑝𝑝)𝒖𝒖� = ∇ ∙ (𝝉𝝉 ∙ 𝒖𝒖) + 𝜎𝜎𝜅𝜅(∇ ∙ (𝛼𝛼𝑏𝑏𝒖𝒖)− 𝛼𝛼𝑏𝑏∇ ∙ 𝒖𝒖), (2.3) 

𝜕𝜕𝛼𝛼𝑏𝑏
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ ∇ ∙ (𝒖𝒖𝛼𝛼𝑏𝑏) = (𝛼𝛼𝑏𝑏 + 𝐾𝐾)∇ ∙ 𝒖𝒖 (2.4) 

 

を用いる．ここで，𝛼𝛼𝑖𝑖は体積分率，𝜌𝜌𝑖𝑖は密度，𝒖𝒖 = (𝑢𝑢, 𝑣𝑣,𝑤𝑤)𝑇𝑇は速度，𝜕𝜕は全エネルギー，𝑝𝑝は圧力，𝝉𝝉

は粘性応力テンソル，𝜅𝜅は界面の曲率，𝜎𝜎は表面張力係数，𝑖𝑖 ∈ {𝑙𝑙,𝑔𝑔}は液相(𝑙𝑙)及び気相(𝑔𝑔)を表す添字

である．Johnsen らは計算安定化のため移流項の速度とソース項及び拡散項の速度を整合させる必要

があることを指摘している [Johnsen 2006]．そこで，本研究では式(2.3)の表面張力項を交換則， 

 

∇(𝒖𝒖 ∙ 𝜙𝜙) = 𝜙𝜙∇𝒖𝒖 + (∇𝜙𝜙) ∙ 𝒖𝒖 (2.5) 

 

を用いて， 

 

(𝜎𝜎𝜅𝜅∇𝛼𝛼𝑏𝑏) ∙ 𝒖𝒖 = 𝜎𝜎𝜅𝜅(∇ ∙ (𝛼𝛼𝑏𝑏𝒖𝒖)− 𝛼𝛼𝑏𝑏∇ ∙ 𝒖𝒖) (2.6) 

 

と一般的な表記から書き改めている[Garrick 2017a]．また，式(2.4)に関しても Coralic の研究 [Coralic 

2014]に従い， 

 

𝒖𝒖 ∙ ∇𝛼𝛼𝑏𝑏 = ∇(𝒖𝒖 ∙ 𝛼𝛼𝑏𝑏)− 𝛼𝛼𝑏𝑏∇ ∙ 𝒖𝒖 (2.7) 

 

と準保存的表記に改めている．five-equation model では式(2.1)のように，𝑁𝑁𝑃𝑃相の流体に対し𝑁𝑁𝑃𝑃本の質

量保存則を個別に解く．また，式(2.4)に示す体積分率の移流方程式に関しても， 

 

� 𝛼𝛼𝑖𝑖
𝑖𝑖∈{𝑏𝑏,𝑔𝑔}

= 1 (2.8) 

 

の条件に基づき𝑁𝑁𝑃𝑃 − 1本の方程式を解く．一方，式(2.2)の運動保存則及び式(2.3)のエネルギー保存

則に関しては，混合則， 
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𝜌𝜌 = � 𝜌𝜌𝑖𝑖𝛼𝛼𝑖𝑖
𝑖𝑖∈{𝑏𝑏,𝑔𝑔}

 (2.9) 

𝜌𝜌𝜕𝜕 = � 𝜌𝜌𝑖𝑖𝜕𝜕𝑖𝑖𝛼𝛼𝑖𝑖
𝑖𝑖∈{𝑏𝑏,𝑔𝑔}

 (2.10) 

 

に基づきそれぞれ 1 本の方程式を解く．five-equation model は圧縮性混相流を記述する非平衡モデル

である Baer-Nunziato model に対し，速度平衡及び機械的平衡を仮定し得られるモデルであり， 

 

𝒖𝒖 = 𝒖𝒖𝒍𝒍 = 𝒖𝒖𝒈𝒈 (2.11) 

𝑝𝑝 = 𝑝𝑝𝑏𝑏 = 𝑝𝑝𝑔𝑔 (2.12) 

 

である．また，𝐾𝐾は， 

 

𝐾𝐾 = 𝛼𝛼𝑔𝑔𝛼𝛼𝑏𝑏 �
𝜌𝜌𝑏𝑏𝑐𝑐𝑏𝑏2 − 𝜌𝜌𝑔𝑔𝑐𝑐𝑔𝑔2

𝛼𝛼𝑏𝑏𝜌𝜌𝑔𝑔𝑐𝑐𝑔𝑔2 + 𝛼𝛼𝑔𝑔𝜌𝜌𝑏𝑏𝑐𝑐𝑏𝑏2
� (2.13) 

 

であり，𝑐𝑐𝑖𝑖は各相の音速である．𝐾𝐾∇ ∙ 𝒖𝒖は混合領域での界面圧縮を表す項であり，気泡の膨張収縮運

動を正確に記述するための重要な項である[Kapila 2001] [Tiwari 2013] [Schmidmayer 2020]．一方で，

強い膨張及び収縮が発生する領域で不安定になることが知られている．これは，方程式を純粋な双

曲線形式に変換できず，Riemann 解が一意に定まらないことに起因する[Maso 1995] [Saurel 2007] 

[Schmidmayer 2020]．したがって，強い膨張波が生成される一部の問題，例えば水面下爆発問題など

では，𝐾𝐾∇ ∙ 𝒖𝒖を無視する場合がある [Daramizadeh 2015] [Yu 2021]．なお，𝐾𝐾∇ ∙ 𝒖𝒖項を無視した方程式

系は Allaire の five-equation model [Allaire 2002]と同じである．粘性応力テンソル𝝉𝝉は， 

 

𝝉𝝉 = �
𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑟𝑟 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜏𝜏𝑟𝑟𝑥𝑥 𝜏𝜏𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜏𝜏𝑟𝑟𝑥𝑥
𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑟𝑟 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥

� (2.14) 

 

であり，Stokes の仮定， 

 

𝜆𝜆 = −
2
3
𝜇𝜇 (2.15) 

 

を用いて， 
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𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 2𝜇𝜇
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

−
2
3
𝜇𝜇(
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

+
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕

) 

(2.16) 

𝜏𝜏𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝜇𝜇
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝜕𝜕

−
2
3
𝜇𝜇(
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

+
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕

) 

𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 2𝜇𝜇
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕

−
2
3
𝜇𝜇(
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

+
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕

) 

𝜏𝜏𝑥𝑥𝑟𝑟 = 𝜏𝜏𝑟𝑟𝑥𝑥 = 𝜇𝜇 �
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑥𝑥
� 

𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜇𝜇 �
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥
� 

𝜏𝜏𝑟𝑟𝑥𝑥 = 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑟𝑟 = 𝜇𝜇 �
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕
� 

 

と，粘性係数𝜇𝜇 = 𝛼𝛼𝑔𝑔𝜇𝜇𝑔𝑔 + 𝛼𝛼𝑏𝑏𝜇𝜇𝑏𝑏を用いて書き表せる[Perigaud 2005]．表面張力項に現れる界面曲率は，

CFS モデルのカラー関数を液相の体積分率𝛼𝛼𝑏𝑏として， 

 

𝜅𝜅 = −∇ ∙ 𝒏𝒏𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢 = −∇ ∙ �
∇𝛼𝛼𝑏𝑏

|∇𝛼𝛼𝑏𝑏|
� (2.17) 

 

で与えられる．界面法線ベクトル𝒏𝒏𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢は重い流体（本研究では液体）の方向を向く必要がある．

本研究では，方程式系を閉じるために Stiffened gas 状態方程式（Stiffened Gas Equation of State; SG 

EoS）， 

 

𝑝𝑝𝑖𝑖 = (𝛾𝛾𝑖𝑖 − 1)𝜌𝜌𝑖𝑖𝜖𝜖𝑖𝑖 − 𝛾𝛾𝑖𝑖𝑝𝑝𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑖𝑖 (2.18) 

𝑐𝑐𝑖𝑖 = �
𝛾𝛾𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑖𝑖 + 𝑝𝑝𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑖𝑖)

𝜌𝜌𝑖𝑖
 (2.19) 

 

を用いる．ここで，𝜖𝜖𝑖𝑖は比内部エネルギーである．内部エネルギー密度𝜌𝜌𝑖𝑖𝜖𝜖𝑖𝑖に関しても混合則， 

 

𝜌𝜌𝜖𝜖 = � 𝜌𝜌𝑖𝑖𝜖𝜖𝑖𝑖𝛼𝛼𝑖𝑖
𝑖𝑖∈{𝑏𝑏,𝑔𝑔}

 (2.20) 

 

が成立する．式(2.18)は式(2.12)に示す平衡仮定及び式(2.20)の混合則を用いて， 

 

𝜌𝜌𝜖𝜖 = Γ(𝑝𝑝 + Π) (2.21) 
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Γ =
1

γ − 1
= �

𝛼𝛼𝑖𝑖
𝛾𝛾𝑖𝑖 − 1

𝑖𝑖∈{𝑏𝑏,𝑔𝑔}

 (2.22) 

Π = 𝛾𝛾𝑝𝑝𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 =
1
Γ
�

𝛼𝛼𝑖𝑖𝛾𝛾𝑖𝑖𝑝𝑝𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑖𝑖

𝛾𝛾𝑖𝑖 − 1
𝑖𝑖∈{𝑏𝑏,𝑔𝑔}

 (2.23) 

 

と書き表せる．Kapila の five-equation model において，音速は Wood の音速， 

 

𝑐𝑐𝑤𝑤 = �𝜌𝜌 �
𝛼𝛼𝑖𝑖
𝜌𝜌𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖2𝑖𝑖∈{𝑏𝑏,𝑔𝑔}

�

1
2

 (2.24) 

 

が用いられる[Kapila 2001]．一方，𝐾𝐾∇ ∙ 𝒖𝒖を無視，すなわち Allaire の five-equation model を用いた場

合は，混合音速， 

 

𝑐𝑐𝑚𝑚 = �
𝑝𝑝 − Π
𝜌𝜌

 (2.25) 

 

が用いられる[Allaire 2002]．各変数は以下に示す無次元化が施されている． 

 

𝒙𝒙 =
 𝒙𝒙�
𝐿𝐿

 (2.26) 

𝜌𝜌 =
𝜌𝜌�
𝜌𝜌𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

 (2.27) 

𝒖𝒖 =
𝒖𝒖�
𝑐𝑐𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

 (2.28) 

𝑝𝑝 =
𝑝𝑝�

𝜌𝜌𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟2  (2.29) 

𝜌𝜌𝜕𝜕 =
𝜌𝜌��̃�𝜕

𝜌𝜌𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟2  (2.30) 

𝜇𝜇 =
𝜇𝜇�

𝜌𝜌𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝐿𝐿
 (2.31) 

𝜎𝜎 =
𝜎𝜎�

𝜌𝜌𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑐𝑐𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟2 𝐿𝐿
 (2.32) 
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ここで，𝒙𝒙は位置，チルダ(~)は有次元量，添字𝑟𝑟𝜕𝜕𝑟𝑟は代表値を示す．本研究では細管内現象とマイク

ロジェット生成に着目するため，一貫して，𝐿𝐿 = 35[𝜇𝜇m]，𝜌𝜌𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1.204 [kg/m3]，𝑐𝑐𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 =  341.0 [m/

s]を用いる． 

 

2.2. 数値解析法 
 

2.2.1. 有限体積法 

 

 
図 2.1 有限体積法の概略図．任意の物体（黒斜線）周りの閉空間を多面体セルにより分割した様

子を示している． 

 

 有限体積法とは，図 2.1に示すように任意の空間を複数の微小なセルに分割し，各セルに対して積

分型の保存方程式を適用することで，任意の保存方程式を離散化する数値解析手法である．説明の

ため，保存量𝜙𝜙の保存方程式， 

 
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ ∇ ∙ 𝒇𝒇 = 0 (2.33) 

 

を考える．ここで，𝒇𝒇は保存量𝜙𝜙に対する流束である．式(2.26)の体積分をとれば，積分形の方程式， 
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𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡�

𝜙𝜙𝑑𝑑𝑉𝑉
𝑉𝑉

+ � ∇ ∙ 𝒇𝒇𝑑𝑑𝑉𝑉
𝑉𝑉

= 0 (2.34) 

 

を得る．式(2,27)の左辺第 2 項は，Gauss の発散定理， 

 

� ∇ ∙ 𝒇𝒇𝑑𝑑𝑉𝑉
𝑉𝑉

= � (𝒇𝒇 ∙ 𝒏𝒏)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

 (2.35) 

 

によって面積分へ変換され， 

 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡�

𝜙𝜙𝑑𝑑𝑉𝑉
𝑉𝑉

+ � (𝒇𝒇 ∙ 𝒏𝒏)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑆𝑆

= 0 (2.36) 

 

を得る．ここで，𝒏𝒏は微小面𝑑𝑑𝑑𝑑の単位法線ベクトルであり，体積 𝑉𝑉の空間に対し外向きに定義され

る．式(2.36)を微小セル𝑖𝑖に適用し，面積分を総和記号で置き換えれば，半離散式， 

 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
𝜙𝜙𝑖𝑖𝑉𝑉𝑖𝑖 + � �𝒇𝒇𝒋𝒋 ∙ 𝒏𝒏𝒋𝒋�𝑑𝑑𝑗𝑗

𝑗𝑗∈{Faces of cell 𝑖𝑖}

= 0 (2.37) 

 

を得る．式(2.37)に示される通り，有限体積法による離散化では面での流束𝒇𝒇𝒋𝒋を如何にして得るかが

重要な要素となる．  

 

2.2.2. 勾配計算法 

 

 運動量保存則の粘性項や表面張力項の評価には速度勾配テンソル∇ × 𝒖𝒖や体積分率勾配∇𝛼𝛼𝑏𝑏が必要

となる．そこで，本節では各項の評価法に先んじて勾配計算法を説明する．有限体積法における勾

配計算法としては，最小二乗法や Green-Gauss 法 [Mavriplis 2003]，ハイブリッド法[Shima 2013]が知

られているが，本研究では five-equation model で粘性計算を行う文献[Perigaud 2005] [Coralic 2014]で

標準的に用いられる Green-Gauss 法を用いる．Green-Gauss 法では Green-Gauss の定理， 

 

� ∇𝜙𝜙𝑑𝑑𝑉𝑉
𝑑𝑑𝑉𝑉

= � 𝜙𝜙𝒏𝒏𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑆𝑆

 (2.38) 

 

から𝜙𝜙の勾配∇𝜙𝜙を次式で計算する． 
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∇𝜙𝜙 = � 𝜙𝜙𝑗𝑗
𝑗𝑗∈{Faces of cell 𝑖𝑖}

𝒏𝒏𝒋𝒋𝑑𝑑𝑗𝑗 (2.39) 

 

勾配計算ではセル境界での値𝜙𝜙𝑗𝑗が必要となる．本研究では𝜙𝜙𝑗𝑗の計算に中点則， 

 

𝜙𝜙𝑗𝑗 =
1
2

(𝜙𝜙𝐿𝐿 + 𝜙𝜙𝑅𝑅) (2.40) 

 

を用いる．ここで，𝜙𝜙𝐿𝐿および𝜙𝜙𝑅𝑅は面𝑗𝑗を挟む両側セルの値を示す． 

 

2.2.3. 非粘性項評価法 

 

 式(2.1)~(2.4)に示す支配方程式の非粘性項を有限体積法により離散化すると， 

 

⎝

⎜
⎛

∇ ∙ (𝛼𝛼𝑖𝑖𝜌𝜌𝑖𝑖𝒖𝒖)
∇ ∙ (𝜌𝜌𝒖𝒖⨂𝒖𝒖+ 𝑝𝑝𝑰𝑰)
∇ ∙ �(𝜌𝜌𝜕𝜕 + 𝑝𝑝)𝒖𝒖�
∇ ∙ (𝒖𝒖 ∙ 𝛼𝛼𝑏𝑏) ⎠

⎟
⎞

= ∇ ∙ 𝑭𝑭 = � �𝑭𝑭𝒋𝒋 ∙ 𝒏𝒏𝒋𝒋�𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑗𝑗∈{Faces of cell 𝑖𝑖}

 (2.41) 

 

となる．非粘性流束𝑭𝑭𝒋𝒋は以下のように求めることができる． 

 

𝑭𝑭𝒋𝒋 = 𝑻𝑻−𝟏𝟏𝑭𝑭𝒏𝒏 (2.42) 

𝑻𝑻 =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑛𝑛𝑟𝑟 𝑛𝑛𝑥𝑥 0 0
0 0 𝑡𝑡1𝑥𝑥 𝑡𝑡1𝑟𝑟 𝑡𝑡1𝑥𝑥 0 0
0 0 𝑡𝑡2𝑥𝑥 𝑡𝑡2𝑟𝑟 𝑡𝑡2𝑥𝑥 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 (2.43) 

𝑭𝑭𝒏𝒏 =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝛼𝛼𝑏𝑏𝜌𝜌𝑏𝑏𝑢𝑢𝑛𝑛
𝛼𝛼𝑔𝑔𝜌𝜌𝑔𝑔𝑢𝑢𝑛𝑛
𝜌𝜌𝑢𝑢𝑛𝑛2 + 𝑝𝑝
𝜌𝜌𝑢𝑢𝑛𝑛𝑢𝑢𝑡𝑡1
𝜌𝜌𝑢𝑢𝑛𝑛𝑢𝑢𝑡𝑡2

(𝜌𝜌𝜕𝜕 + 𝑝𝑝)
𝑢𝑢𝑛𝑛𝛼𝛼𝑏𝑏 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 (2.44) 
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ここで， 𝒕𝒕𝟏𝟏 = (𝑡𝑡1𝑥𝑥, 𝑡𝑡1𝑟𝑟 , 𝑡𝑡1𝑥𝑥)及び𝒕𝒕𝟐𝟐 = (𝑡𝑡2𝑥𝑥 , 𝑡𝑡2𝑟𝑟, 𝑡𝑡2𝑥𝑥)は面の単位接線ベクトル，𝑻𝑻は𝒏𝒏，𝒕𝒕𝟏𝟏，𝒕𝒕𝟐𝟐を基底とす

る面座標系への回転行列，𝑭𝑭𝒏𝒏は面に垂直な方向への非粘性流束である．面座標系及び流束𝑭𝑭𝒏𝒏の概略

図をそれぞれ図 2.2，図 2.3 に示す． 

 

 
図 2.2 面座標系の概略図． 

 

 
図 2.3 流束𝑭𝑭𝒏𝒏の概略図．図の𝑭𝑭𝒏𝒏はセル R から見た場合の面に垂直な非粘性流束を示している． 

 

本研究では𝑭𝑭𝒏𝒏を近似 Riemann ソルバーにより， 

 

𝑭𝑭𝒏𝒏 = Reimann(𝒒𝒒𝑛𝑛,𝑳𝑳,𝒒𝒒𝒏𝒏,𝑹𝑹) (2.45) 
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と求める．ここで，𝒒𝒒𝒏𝒏,𝑳𝑳および𝒒𝒒𝒏𝒏,𝑹𝑹は面を挟む両側セルの面座標系基本量である．一般には空間高次

精度化のため，𝒒𝒒𝒏𝒏,𝑳𝑳および𝒒𝒒𝒏𝒏,𝑹𝑹はセル内の基本量𝒒𝒒を再構築することで得られるセル境界面の値 𝒒𝒒𝑳𝑳�，

𝒒𝒒𝑹𝑹�を使用し計算する．なお，再構築法については 2.2.4.項にて述べる．基本量𝒒𝒒は保存量， 

 

𝑸𝑸 =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝛼𝛼𝑏𝑏𝜌𝜌𝑏𝑏
𝛼𝛼𝑔𝑔𝜌𝜌𝑔𝑔
𝜌𝜌𝑢𝑢
𝜌𝜌𝑣𝑣
𝜌𝜌𝑤𝑤
𝜌𝜌𝜕𝜕
𝛼𝛼𝑏𝑏 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 (2.46) 

 

を構成する物理量の組み合わせとして，本研究では， 

 

𝒒𝒒 =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝜌𝜌𝑏𝑏
𝜌𝜌𝑔𝑔
𝑢𝑢
𝑣𝑣
𝑤𝑤
𝑝𝑝
𝛼𝛼𝑏𝑏⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 (2.47) 

 

を選択する．一般座標系から面座標系への変換は， 

 

𝒒𝒒𝒏𝒏 = 𝑻𝑻𝒒𝒒 (2.48) 

 

と計算できる． 
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(a) HLL (b) HLLC 

図 2.4 𝑥𝑥 − 𝑡𝑡ダイアグラムによる HLL 及び HLLC の模式図．HLL では時刻∆𝑡𝑡における Riemann フ

ァン𝑥𝑥 ∈ [𝑠𝑠𝐿𝐿∆𝑡𝑡, 𝑠𝑠𝑅𝑅∆𝑡𝑡]を一定値𝑸𝑸∗で近似している．一方，HLLC は接触不連続面の速度𝑠𝑠∗を導入し，

𝑥𝑥 ∈ [𝑠𝑠𝐿𝐿∆𝑡𝑡, 𝑠𝑠∗∆𝑡𝑡]を𝑸𝑸∗𝑳𝑳，𝑥𝑥 ∈ [𝑠𝑠∗∆𝑡𝑡, 𝑠𝑠𝑅𝑅∆𝑡𝑡]を𝑸𝑸∗𝑹𝑹にて近似する． 

 

 本研究では Riemann ソルバーとして HLLC (Harten–Lax–van Leer Contact approximate Riemann solver) 

[Toro 1994] [Tian 2011]を用いる．HLLCはHLL (Harten–Lax–van Leer approximate Riemann solver) [Haten 

1983]の派生手法である．HLL では 2 つの特性速度𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝑐𝑐及び𝑢𝑢𝑛𝑛 + 𝑐𝑐を考慮し非粘性流束を決定する．

一方，HLLCでは図 2.4に示すように HLLで考慮する 2 つの特性速度に加え，接触不連続面の速度𝑠𝑠∗

も考慮する．接触不連続面の考慮により界面や衝撃波面の解像に優れるため，HLLC は five-equation 

model の非粘性流束評価法として標準的に用いられる [Tian 2011] [Tiwari 2013] [Coralic 2014] [Garrick 

2017a] [Schmidmayer 2020]．HLLC は以下のように流速を計算する． 

 

𝑭𝑭𝒏𝒏 =
1 + sign(s∗)

2
�𝒇𝒇𝑳𝑳 + 𝑠𝑠−(𝑸𝑸∗𝑳𝑳 − 𝑸𝑸𝑳𝑳)�+

1 − sign(s∗)
2

(𝒇𝒇𝑅𝑅 + 𝑠𝑠+(𝑸𝑸∗𝑹𝑹 − 𝑸𝑸𝑹𝑹)) (2.49) 

 

ここで，𝐾𝐾 ∈ {𝐿𝐿,𝑅𝑅}はセル境界の左側及び右側を指す．また，𝒇𝒇𝑲𝑲はセル境界左右の数値流速，𝑸𝑸∗𝑲𝑲は

接触不連続面前後の状態であり，具体的に書き下せば， 

 

𝒇𝒇𝑲𝑲 =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

(𝛼𝛼𝑏𝑏𝜌𝜌𝑏𝑏𝑢𝑢𝑛𝑛)𝐾𝐾
�𝛼𝛼𝑔𝑔𝜌𝜌𝑔𝑔𝑢𝑢𝑛𝑛�𝐾𝐾
(𝜌𝜌𝑢𝑢𝑛𝑛2 + 𝑝𝑝)𝐾𝐾
(𝜌𝜌𝑢𝑢𝑛𝑛𝑢𝑢𝑡𝑡1)𝐾𝐾
(𝜌𝜌𝑢𝑢𝑛𝑛𝑢𝑢𝑡𝑡2)𝐾𝐾
(𝜌𝜌𝜕𝜕 + 𝑝𝑝)𝐾𝐾
(𝑢𝑢𝑛𝑛𝛼𝛼𝑏𝑏)𝐾𝐾 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 (2.50) 
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𝑸𝑸∗𝑲𝑲 =
𝑠𝑠𝑘𝑘 − 𝑢𝑢𝑛𝑛,𝐾𝐾

𝑠𝑠𝐾𝐾 − 𝑠𝑠∗

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

(𝛼𝛼𝑏𝑏𝜌𝜌𝑏𝑏)𝐾𝐾
�𝛼𝛼𝑔𝑔𝜌𝜌𝑔𝑔�𝐾𝐾
𝜌𝜌𝐾𝐾𝑠𝑠∗

(𝜌𝜌𝑢𝑢𝑡𝑡1)𝐾𝐾
(𝜌𝜌𝑢𝑢𝑡𝑡2)𝐾𝐾

(𝜌𝜌𝜕𝜕)𝐾𝐾 + (𝑠𝑠∗ − 𝑢𝑢𝑛𝑛,𝐾𝐾)(𝜌𝜌𝐾𝐾𝑠𝑠∗ +
𝑝𝑝𝐾𝐾

𝑠𝑠𝐾𝐾 − 𝑢𝑢𝐾𝐾
)

𝛼𝛼𝑏𝑏,𝐾𝐾 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 (2.51) 

 

である．波速度𝑠𝑠−，𝑠𝑠+及び𝑠𝑠∗は， 

 

𝑠𝑠− = min (0, 𝑠𝑠𝐿𝐿) (2.52) 

𝑠𝑠+ = max (0, 𝑠𝑠𝑅𝑅) (2.53) 

𝑠𝑠∗ =
𝑝𝑝𝑅𝑅 − 𝑝𝑝𝐿𝐿 + 𝜌𝜌𝐿𝐿𝑢𝑢𝑛𝑛,𝐿𝐿�𝑠𝑠𝐿𝐿 − 𝑢𝑢𝑛𝑛,𝐿𝐿� − 𝜌𝜌𝑅𝑅𝑢𝑢𝑛𝑛,𝑅𝑅�𝑠𝑠𝑅𝑅 − 𝑢𝑢𝑛𝑛,𝑅𝑅�

𝜌𝜌𝐿𝐿(𝑠𝑠𝐿𝐿 − 𝑢𝑢𝐿𝐿) − 𝜌𝜌𝑅𝑅(𝑠𝑠𝑅𝑅 − 𝑢𝑢𝑅𝑅)  (2.54) 

 

と計算できる．𝑠𝑠𝐿𝐿および𝑠𝑠𝑅𝑅は Einfeldt らに従い， 

 

𝑠𝑠𝐿𝐿 = min (𝑢𝑢𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟 − 𝑐𝑐𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟 ,𝑢𝑢𝑛𝑛,𝐿𝐿 − 𝑐𝑐𝑛𝑛,𝐿𝐿) (2.55) 

𝑠𝑠𝑅𝑅 = max (𝑢𝑢𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟 + 𝑐𝑐𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟 ,𝑢𝑢𝑛𝑛,𝑅𝑅 + 𝑐𝑐𝑛𝑛,𝑅𝑅) (2.56) 

 

とする [Einfeldt 1991]．𝑢𝑢𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟，𝑐𝑐𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟は Roe 平均により算出する場合もあるが（例えば，[Johnsen 

2006]），本研究では算術平均， 

 

𝑢𝑢𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟 =
1
2

(𝑢𝑢𝑛𝑛,𝐿𝐿 + 𝑢𝑢𝑛𝑛,𝑅𝑅) (2.57) 

𝑐𝑐𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟 =
1
2

(𝑐𝑐𝑛𝑛,𝐿𝐿 + 𝑐𝑐𝑛𝑛,𝑅𝑅) (2.58) 

 

を用いて計算する． 

 式(2.49)~(2.58)にて説明した標準的な HLLC では， Riemann ファン内の圧力を一定，すなわち， 

 

𝑝𝑝∗𝑅𝑅 = 𝑝𝑝∗𝐿𝐿 (2.59) 

 

と仮定する．一方，Garrick らは表面張力の存在下では接触不連続面で圧力が跳躍，すなわち， 

 

𝑝𝑝∗𝑅𝑅 − 𝑝𝑝∗𝐿𝐿 = 𝜎𝜎𝜅𝜅(𝛼𝛼𝑏𝑏,𝑅𝑅 − 𝛼𝛼𝑏𝑏,𝐿𝐿) (2.60) 
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となることを指摘し，𝑸𝑸∗𝑲𝑲及び𝑠𝑠∗を， 

 

𝑸𝑸∗𝑲𝑲 =
𝑠𝑠𝑘𝑘 − 𝑢𝑢𝑛𝑛,𝐾𝐾

𝑠𝑠𝐾𝐾 − 𝑠𝑠∗

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

(𝛼𝛼𝑏𝑏𝜌𝜌𝑏𝑏)𝐾𝐾
�𝛼𝛼𝑔𝑔𝜌𝜌𝑔𝑔�𝐾𝐾
𝜌𝜌𝐾𝐾𝑠𝑠∗

(𝜌𝜌𝑢𝑢𝑡𝑡1)𝐾𝐾
(𝜌𝜌𝑢𝑢𝑡𝑡2)𝐾𝐾

(𝜌𝜌𝜕𝜕)𝐾𝐾 + (𝑠𝑠∗ − 𝑢𝑢𝑛𝑛,𝐾𝐾)(𝜌𝜌𝐾𝐾𝑠𝑠∗ +
𝑝𝑝𝐾𝐾 − 𝜎𝜎𝜅𝜅𝛼𝛼𝑏𝑏,𝐾𝐾
𝑠𝑠𝐾𝐾 − 𝑢𝑢𝐾𝐾

)
𝛼𝛼𝑏𝑏,𝐾𝐾 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 (2.61) 

𝑠𝑠∗ =
𝑝𝑝𝑅𝑅 − 𝑝𝑝𝐿𝐿 + 𝜌𝜌𝐿𝐿𝑢𝑢𝑛𝑛,𝐿𝐿�𝑠𝑠𝐿𝐿 − 𝑢𝑢𝑛𝑛,𝐿𝐿� − 𝜌𝜌𝑅𝑅𝑢𝑢𝑛𝑛,𝑅𝑅�𝑠𝑠𝑅𝑅 − 𝑢𝑢𝑛𝑛,𝑅𝑅� − 𝜎𝜎𝜅𝜅(𝛼𝛼𝑏𝑏,𝑅𝑅 − 𝛼𝛼𝑏𝑏,𝐿𝐿)

𝜌𝜌𝐿𝐿(𝑠𝑠𝐿𝐿 − 𝑢𝑢𝐿𝐿) − 𝜌𝜌𝑅𝑅(𝑠𝑠𝑅𝑅 − 𝑢𝑢𝑅𝑅)  (2.62) 

 

で計算することを提案した [Garrick 2017a]．本研究でも表面張力を考慮して計算を行うことがあるた

め，Garrick らに倣い式(2.61)，(2.62)を採用する． 

 セル界面での面に垂直な流速 𝑢𝑢𝑛𝑛�は，HLLC による風上近似により， 

 

𝑢𝑢𝑛𝑛� =
1 + sign(s∗)

2
�𝑢𝑢𝐿𝐿 + 𝑠𝑠− �

𝑠𝑠𝐿𝐿 − 𝑢𝑢𝑛𝑛,𝐿𝐿

𝑠𝑠𝐿𝐿 − 𝑠𝑠∗
− 1��+

1 − sign(s∗)
2

�𝑢𝑢𝑅𝑅 + 𝑠𝑠+ �
𝑠𝑠𝑅𝑅 − 𝑢𝑢𝑛𝑛,𝑅𝑅

𝑠𝑠𝑅𝑅 − 𝑠𝑠∗
− 1�� (2.63) 

 

で得られる [Coralic 2014]．本研究では Johnsen らの指摘[Johnsen 2006]に従い移流項の速度とソース

項の速度を整合させるため，式(4)の体積分率保存則に現れる右辺ソース項を， 

 

(𝛼𝛼𝑏𝑏 + 𝐾𝐾)∇ ∙ 𝒖𝒖 = (𝛼𝛼𝑏𝑏 + 𝐾𝐾) � �𝒖𝒖𝒋𝒋 ∙ 𝒏𝒏𝒋𝒋�𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑗𝑗∈{Faces of cell 𝑖𝑖}

= (𝛼𝛼𝑏𝑏 + 𝐾𝐾) � 𝑢𝑢𝑛𝑛,𝚥𝚥� 𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑗𝑗∈{Faces of cell 𝑖𝑖}

 (2.64) 

 

と離散化する  [Coralic 2014]． 

 

2.2.4. 再構築法 

 

本研究では，解く問題や目的に合わせ，以下の 2 つの再構築法を使い分ける． 

 

• MUSCL (Monotone Upstream-centered Scheme for Conservation Laws) [van Leer 1979]と𝜌𝜌-THINC 

(𝜌𝜌 Tangent of Hyperbola INterface Capturing method) [Garrick 2017b]のカップリング再構築法 (𝜌𝜌-

THINC-MUSCL) 



26 
 

• Jiang らの 5 次精度 WENO (Weighted Essentially Non-oscillatory Schemes) [Jiang 1996]に MP 

(Monotonicity Preserving)法 [Suresh 1997]の単調性維持関数を導入した MP-WENO5-JS [Balsara 

2000] 

 

上記 2 つの手法をそれぞれ説明する．なお，本研究では高次精度再構築のため，構造格子を利用す

る．構造格子においては図 2.5 に示すように，近似 Reimann ソルバーを実行する面𝑗𝑗に対し，左側に

セル𝑖𝑖，右側にセル𝑖𝑖 + 1がくるようにセル番号が付与されている．  

 

 
図 2.5 構造格子におけるセル番号の並び順． 

 

(1) 𝜌𝜌-THINC-MUSCL 

 

 初めに， MUSCL について説明する．任意のセル平均量𝜙𝜙について，MUSCL では以下のように再

構築を行う． 

 

𝜙𝜙𝐿𝐿� = 𝜙𝜙𝑖𝑖 +
1− 𝜅𝜅

4
Φ(𝑟𝑟𝐿𝐿)(𝜙𝜙𝑖𝑖 − 𝜙𝜙𝑖𝑖−1) +

1 + 𝜅𝜅
4

Φ(𝑟𝑟𝐿𝐿)(𝜙𝜙𝑖𝑖+1 − 𝜙𝜙𝑖𝑖) (2.65) 

𝜙𝜙𝑅𝑅� = 𝜙𝜙𝑖𝑖+1 −
1 − 𝜅𝜅

4
Φ(𝑟𝑟𝑅𝑅)(𝜙𝜙𝑖𝑖+1 − 𝜙𝜙𝑖𝑖)−

1 + 𝜅𝜅
4

Φ(𝑟𝑟𝑅𝑅)(𝜙𝜙𝑖𝑖+2 − 𝜙𝜙𝑖𝑖+1) (2.66) 

𝑟𝑟𝐿𝐿 =
𝜙𝜙𝑖𝑖 − 𝜙𝜙𝑖𝑖−1
𝜙𝜙𝑖𝑖+1 − 𝜙𝜙𝑖𝑖

 (2.67) 

𝑟𝑟𝑅𝑅 =
𝜙𝜙𝑖𝑖+1 − 𝜙𝜙𝑖𝑖
𝜙𝜙𝑖𝑖+2 − 𝜙𝜙𝑖𝑖

 (2.68) 
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ここで，𝜅𝜅 ∈ [−1,1]はスキームの特性を制御するためのパラメータ， Φ(𝑥𝑥)は空間分布の単調性を維

持するための勾配制限関数である．パラメータ𝜅𝜅の意味を表 2.1 にまとめる． 

 

表 2.1 MUSCL のパラメータ𝜅𝜅 

𝜅𝜅 意味 
-1 等間隔格子での風上差分勾配を用いた空間 2 次精度再構築 
0 等間隔格子での風上差分と風下差分の平均勾配を用いた空間 2 次精度再構築 

1/3 等間隔格子での区分的放物線近似による空間 3 次精度再構築 
1 面を挟む左右セルの平均値による再構築 

 

本研究では，空間 3 次精度を達成するため，𝜅𝜅 = 1/3を選択する．また，勾配制限関数Φ(𝑥𝑥)は

minmod リミター， 

 

minmod(𝑥𝑥) = max (0, min (1,𝑥𝑥)) (2.69) 

 

を用いる [Roe 1986]． 

 続いて，𝜌𝜌-THINC について説明する．𝜌𝜌-THINC は代数的な界面再構成法である THINC [Shyue 

2014] [Nonomura 2014]の派生手法である．𝜌𝜌-THINC では，体積分率だけではなく，界面で不連続と

なる密度も再構築を行う． 

 本研究は MUSCL で基本量の𝒖𝒖，𝑝𝑝を再構築した後，𝜌𝜌-THINC にて𝜌𝜌𝑏𝑏，𝜌𝜌𝑔𝑔，𝛼𝛼𝑏𝑏の再構築を行う． 

 

(2) MP-WENO5-JS 

 

 面に対し左側セルの再構築について説明する．なお，WENO は対称性を有するため右側セルの再

構築に関してもすぐさま得ることができる．5 次精度 WENO 法では，ステンシル𝑑𝑑 ∈ [𝑖𝑖 − 2, 𝑖𝑖 + 2]を

3 つのサブステンシル𝑑𝑑1 ∈ [𝑖𝑖 − 2, 𝑖𝑖]，𝑑𝑑2 ∈ [𝑖𝑖 − 1, 𝑖𝑖 + 1]，𝑑𝑑3 ∈ [𝑖𝑖, 𝑖𝑖 + 2]に分割し，各サブステンシルで

線形 Lagrange 補間を行う．この補間により，セル左側境界での値は， 

 

𝜙𝜙𝐿𝐿,𝑆𝑆1
� =

2𝜙𝜙𝑖𝑖−2 − 7𝜙𝜙𝑖𝑖−1 + 11𝜙𝜙𝑖𝑖
6

 (2.70) 

𝜙𝜙𝐿𝐿,𝑆𝑆2
� =

−𝜙𝜙𝑖𝑖−1 + 5𝜙𝜙𝑖𝑖 + 2𝜙𝜙𝑖𝑖+1
6

 (2.71) 

𝜙𝜙𝐿𝐿,𝑆𝑆3
� =

2𝜙𝜙𝑖𝑖 − 5𝜙𝜙𝑖𝑖+1 − 𝜙𝜙𝑖𝑖+2
6

 (2.72) 

 

と求まる．これらを重み𝑤𝑤𝑖𝑖で平均することにより最終的な再構築値， 
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𝜙𝜙𝐿𝐿� = �𝑤𝑤𝑖𝑖𝜙𝜙𝐿𝐿,𝑆𝑆𝚤𝚤
�

3

𝑖𝑖=1

 (2.73) 

 

を得る．重み𝑤𝑤𝑖𝑖は，補間が滑らかなサブステンシルほど大きくなり，重みの総和が必ず 1 となるよ

う設計される．本研究では Jiang らが提案する重みを採用する [Jiang 1996]．更に，格子のストレッ

チングに対応できるよう，格子位置を考慮した定式を採用する [Coralic 2014]．本研究では不連続面

や圧力波近傍での数値振動を避けるため，MP法で開発された単調性維持のための制限関数を導入し

ている [Suresh 1997] [Balsara 2000]． 

 

2.2.5. 粘性項評価法 

 

 式(2.1)~(2.4)に示す支配方程式の粘性項を有限体積法により離散化すると， 

 

�

0
∇ ∙ 𝝉𝝉

∇ ∙ (𝝉𝝉 ∙ 𝒖𝒖)
0

� = ∇ ∙ 𝑭𝑭𝒗𝒗 = � �𝑭𝑭𝒗𝒗,𝒋𝒋 ∙ 𝒏𝒏𝒋𝒋�𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑗𝑗∈{Faces of cell 𝑖𝑖}

 (2.74) 

 

となる．𝑭𝑭𝒗𝒗,𝒋𝒋は， 

 

𝑭𝑭𝒗𝒗,𝒋𝒋 = 𝑻𝑻 ∙ 𝑭𝑭𝒗𝒗𝒏𝒏 (2.75) 

𝑭𝑭𝒗𝒗𝒏𝒏 =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

0 0 0
0 0 0
𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑟𝑟 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜏𝜏𝑟𝑟𝑥𝑥 𝜏𝜏𝑟𝑟𝑟𝑟 𝜏𝜏𝑟𝑟𝑥𝑥
𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑟𝑟 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝛽𝛽𝑥𝑥 𝛽𝛽𝑟𝑟 𝛽𝛽𝑥𝑥
0 0 0 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

𝑗𝑗

∙ 𝒏𝒏𝒋𝒋 (2.76) 

 

と，面𝑗𝑗上での面に垂直な粘性フラックス𝑭𝑭𝒗𝒗𝒏𝒏により計算する．粘性フラックスの計算には面上での

勾配が必要になる．five-equation モデルにおける研究で一般に利用される中点則， 

 

(∇𝜙𝜙)𝒋𝒋 =
1
2

(∇𝜙𝜙𝐿𝐿 + ∇𝜙𝜙𝑅𝑅) (2.77) 

 

を用いる[Perigaud 2005] [Coralic 2014]．  
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2.2.6. 表面張力評価法 

 

 式(2.2)に示す運動量保存則の表面張力項𝜎𝜎𝜅𝜅∇𝛼𝛼𝑏𝑏 ,は，Green-Gauss 法により求めた体積分率勾配∇𝛼𝛼𝑏𝑏

により求められる．一方，式(2.3)に示すエネルギー保存則の表面張力項は， 

 

𝜎𝜎𝜅𝜅(∇ ∙ (𝛼𝛼𝑏𝑏𝒖𝒖)− 𝛼𝛼𝑏𝑏∇ ∙ 𝒖𝒖) = 𝜎𝜎𝜅𝜅 � (𝛼𝛼𝑏𝑏𝑢𝑢𝑛𝑛�)𝒋𝒋 ∙ 𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑗𝑗∈{Faces of cell 𝑖𝑖}

+ 𝜎𝜎𝜅𝜅𝛼𝛼𝑏𝑏 � 𝑢𝑢𝑛𝑛,𝚥𝚥� ∙ 𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑗𝑗∈{Faces of cell 𝑖𝑖}

 (2.78) 

 

と離散化する．界面曲率𝜅𝜅は，∇𝛼𝛼𝑏𝑏を Green-Gauss 法で得た後，界面法線ベクトル𝒏𝒏𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢を計算，さ

らに∇ ∙ 𝒏𝒏𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢を Gauss の発散定理にて計算し得られる． 

 

2.2.7. 境界条件 

 

 境界条件はゴーストセル(Ghost)に対し，インナーセル(Inner)の値を基にした量を代入することで

実現する．滑り壁面及び対称境界条件は， 

 

Slip wall condition / 

Symmetric condition: 

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝜌𝜌𝑏𝑏
𝜌𝜌𝑔𝑔
𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑢𝑢𝑡𝑡1
𝑢𝑢𝑡𝑡2
𝑝𝑝
𝛼𝛼𝑏𝑏 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

Ghost

=

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝜌𝜌𝑏𝑏
𝜌𝜌𝑔𝑔
−𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑢𝑢𝑡𝑡1
𝑢𝑢𝑡𝑡2
𝑝𝑝
𝛼𝛼𝑏𝑏 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

Inner

 (2.79) 

 

である．滑りなし壁面条件は， 

 

Non-slip wall condition: 

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝜌𝜌𝑏𝑏
𝜌𝜌𝑔𝑔
𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑢𝑢𝑡𝑡1
𝑢𝑢𝑡𝑡2
𝑝𝑝
𝛼𝛼𝑏𝑏 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

Ghost

=

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝜌𝜌𝑏𝑏
𝜌𝜌𝑔𝑔
−𝑢𝑢𝑛𝑛
−𝑢𝑢𝑡𝑡1
−𝑢𝑢𝑡𝑡2
𝑝𝑝
𝛼𝛼𝑏𝑏 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

Inner

 (2.80) 

 

であり，流出境界には， 
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Outflow condition: 

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝜌𝜌𝑏𝑏
𝜌𝜌𝑔𝑔
𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑢𝑢𝑡𝑡1
𝑢𝑢𝑡𝑡2
𝑝𝑝
𝛼𝛼𝑏𝑏 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

Ghost

=

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝜌𝜌𝑏𝑏
𝜌𝜌𝑔𝑔
𝑢𝑢𝑛𝑛
𝑢𝑢𝑡𝑡1
𝑢𝑢𝑡𝑡2
𝑝𝑝
𝛼𝛼𝑏𝑏 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

Inner

 (2.81) 

 

を設定する． 

 表面張力項に現れる界面曲率𝜅𝜅の算出に際し，𝒏𝒏𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢に関しても境界条件を適用する必要がある．

壁面では，表面張力の接触角𝜃𝜃𝑠𝑠を考慮して， 

 

𝒕𝒕𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢 = 𝒏𝒏 −
𝒏𝒏 ∙ (𝒏𝒏𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢)Inner

‖𝒏𝒏‖
, (2.82) 

(𝒏𝒏𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢)Ghost = 𝒏𝒏cos(𝜃𝜃𝑠𝑠) + 𝒕𝒕𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢sin(𝜃𝜃𝑠𝑠), (2.83) 

 

で与える．一方，対称境界では，𝒏𝒏，𝒕𝒕𝟏𝟏，𝒕𝒕𝟐𝟐を基底とする面座標系で， 

 

�
𝑛𝑛interface,𝑛𝑛
𝑛𝑛interface,𝑡𝑡1
𝑛𝑛interface,𝑡𝑡2

�
Ghost

= �
−𝑛𝑛interface,𝑛𝑛
𝑛𝑛interface,𝑡𝑡1
𝑛𝑛interface,𝑡𝑡2

�
Inner

 (2.84) 

 

を与える．本研究では体積分率が流出境界を通して系の外に出ることがないため，流出境界では

𝒏𝒏𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢に対する境界条件処理を施さない． 

 

2.2.8. 時間積分法 

 

 時間積分法には以下に示す 2 段 2 次精度の TVD Runge-Kutta 法 (TVDRK2)を用いる．説明のた

め，式(2.37)にて示した半離散式を， 

 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
𝜙𝜙𝑖𝑖𝑉𝑉𝑖𝑖 + � �𝒇𝒇𝒋𝒋 ∙ 𝒏𝒏𝒋𝒋�𝑑𝑑𝑗𝑗

𝑗𝑗∈{Faces of cell 𝑖𝑖}

= 0, 

(2.85) 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
𝜙𝜙𝑖𝑖 = −

1
𝑉𝑉𝑖𝑖

� �𝒇𝒇𝒋𝒋 ∙ 𝒏𝒏𝒋𝒋�𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑗𝑗∈{Faces of cell 𝑖𝑖}

= 𝑅𝑅𝑖𝑖(𝜙𝜙𝑖𝑖) 

 

と変形した式に対し TVDRK2 を適用する．また，簡単のためセル番号を表す下添え字𝑖𝑖を省略す

る．ある時間𝑡𝑡における保存量𝜙𝜙は， 
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𝜙𝜙1𝑠𝑠𝑡𝑡,𝑡𝑡 = 𝜙𝜙𝑡𝑡 + Δ𝑡𝑡𝑅𝑅(𝜙𝜙𝑡𝑡) (2.86) 

𝜙𝜙𝑡𝑡+Δ𝑡𝑡 =
1
2
𝜙𝜙𝑡𝑡 +

1
2 �
𝜙𝜙1𝑠𝑠𝑡𝑡,𝑡𝑡 + 𝛥𝛥𝑡𝑡𝑅𝑅�𝜙𝜙1𝑠𝑠𝑡𝑡,𝑡𝑡�� (2.87) 

 

で更新される．ここで，𝛥𝛥𝑡𝑡は微小時間である．𝛥𝛥𝑡𝑡については，粘性を加味したスペクトル半径𝑟𝑟𝑗𝑗よ

り， 

 

Δ𝑡𝑡 = 𝐶𝐶𝑁𝑁 min
𝑖𝑖∈{Cells}

𝑉𝑉𝑖𝑖
max

𝑗𝑗∈{Surfaces of 𝑖𝑖}
𝑟𝑟𝑗𝑗𝑑𝑑𝑗𝑗

 (2.88) 

𝑟𝑟𝑗𝑗 = 𝑐𝑐𝑗𝑗 + �𝒖𝒖𝒋𝒋�+
𝜇𝜇
𝜌𝜌𝑗𝑗𝑙𝑙𝑗𝑗

, 𝑙𝑙𝑗𝑗 =
𝑉𝑉𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑗𝑗

 (2.89) 

 

で求める．ここで，𝐶𝐶𝑁𝑁はクーラン数である． 

 

2.3. まとめ 
 

 本章では，本研究で採用する支配方程式と数値解析法について述べた．本研究では，支配方程式

として five-equation modelを採用し，有限体積法により離散化する．勾配は Green-Gauss 法により求

め，非粘性流束評価には HLLC，時間積分には TVDRK2 を用いる．再構築法は目的に応じて𝜌𝜌-

THINC-MUSCL3 と MP-WENO5-JS を使い分ける．なお，本章で説明した数値解析法のバリデーショ

ン結果は付録 A にて述べる． 
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3 章 
 

最適化手法 
 

3.1. 関数最適化問題とその解法 
 

 一般に，単目的最適化問題は以下のように定式化される． 

 

minimize 𝑟𝑟(𝒙𝒙) 
(3.1) 

subject to𝒙𝒙 ∈ 𝕊𝕊 ⊆ ℝ𝐷𝐷 

 

ここで，𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝐷𝐷)𝑇𝑇は設計変数である．また，𝕊𝕊 = ∏ �𝒙𝒙𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛,𝒙𝒙𝑖𝑖𝑚𝑚𝑟𝑟𝑥𝑥�𝐷𝐷
𝑖𝑖=1 は𝐷𝐷次元の解空間であり，

各変数𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑖𝑖 ∈ {1, … ,𝐷𝐷}について𝑥𝑥𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥となる．𝐷𝐷は次元数と呼ばれる．𝑟𝑟:𝕊𝕊 → ℝは最小化す

べき目的関数である．式 (3.1)は最小化問題に限定しているが最大化問題を扱う場合でも，

maximize 𝑟𝑟(𝒙𝒙) = (minimize−𝑟𝑟(𝒙𝒙))と変換可能であるため一般性を失わない．一般に，最適解が解

析的に求まる最適化問題は少ないため，式(3.1)は何らかの近似アルゴリズムを用いて最適解を求め

ることとなる． 

 本研究では，𝑟𝑟を式として明示的に与えない．代わりに，2 章で構築したソルバーを用いたシミュ

レーションにより𝑟𝑟を求める．このような最適化環境は Black-box optimization 環境 [Hansen 2009]と

呼ばれる．Black-box optimization 環境において，𝑟𝑟の関数性質を調査するためには Landscape analysis 

[Jones 1995] [Lunacek 2006]が必要となる．しかし，Landscape analysis は複数回の解評価が必要とな

るため，本研究のような𝑟𝑟の評価に時間がかかる場合，関数性質を知ることは難しい．また，𝑟𝑟の勾

配情報を利用することはできない．これらの観点から，関数性質にかかわらず適用可能であり，𝑟𝑟

の勾配情報を利用しないアルゴリズムを用いることが望ましい． 

 目的関数𝑟𝑟が単峰性関数かつ微分可能である場合は，ニュートン法といった𝑟𝑟の勾配情報を利用す

る手法が有用である．しかし，𝑟𝑟が微分不可，または困難な場合は適用が難しい．また，多峰性関

数においては大域的最適解への収束が保証されない．Nelder-Mead 法 [Nelder 1965]は𝑟𝑟のみを利用し

て探査を行う手法であり，次元数が比較的小さい(𝐷𝐷 ≤ 5)場合は有用である [Hansen 2010][Pošík 2012]．

しかし，次元数の増加とともに他のアルゴリズムに比べ性能が劣るようになる．また，多峰性関数
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においては大域的最適解の探査能力に劣る．ランダムサーチ [Brooks 1958]や焼き鈍し法 (Simulated 

Annealing: SA) [Kirkpatrick 1983]は計算資源を限りなく無限に与えた場合は大域的最適解への収束が

保証される．また，𝑟𝑟の勾配情報を利用しないため，どのような問題へも適用可能である．しかし，

SA において大域的最適解の収束が保証されるのは冷却スケジュールを非常に遅くした場合に限られ

るため，現実的な計算時間で大域的最適解を得ようとすることは難しい．遺伝的アルゴリズム

(Genetic Algorithm: GA) [Holland 1975]，進化戦略(Evolution Strategy: ES) [Bäck 2013]，差分進化

(Differential Evolution: DE) [Storn 1997]，粒子群最適化法(Particle Swarm Optimization: PSO) [Kennedy 

1995]は進化アルゴリズム(Evolutionary Algorithm: EA)の枠組みに属するアルゴリズムである．EA は

𝑟𝑟の勾配情報を使用しない．また，複数の最適解候補を保持しながら探査を進める多点探査法であ

るため，多峰性関数においても局所解に陥らず探査が可能であることが期待されている．一方で，

GA，ES，DE，PSO などの EA の欠点として，探査性能は制御パラメータに大きく依存してしまう

事が挙げられる [Eiben 1999] [Eiben 2011] [Eiben 2015]．本研究で扱うような Black-box optimization 環

境では関数性質を事前に知ることができないため，探査性能が制御パラメータに大きく依存してし

まう性質は受け入れ難い．1990 年代後半からは EA の欠点を解決すべく，推奨パラメータが次元数

𝐷𝐷に応じて決まる Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy (CMA-ES) [Hansen 1996]や，適応的

パラメータ制御を取り入れた L-SHADE [Tanabe 2014]が開発されている．特に，CMA-ES は state-of-

the-art な手法として知られており，2010 年代以降様々な最適化問題の近似解法として利用されてい

る [Hasenjager 2005] [Gregory 2011] [Gorman 2013] [BouDaher 2015] [Fujii 2018] [Moghadam 2021]．本

研究でも，CMA-ES を用いて最適化を行う． 
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3.2. CMA-ES: Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy 
 

   

(a) (b) (c) 

図 3.1 CMA-ES の概略図 

 

 図 3.1 に CMA-ES の概略図を示す．CMA-ES は，正規分布𝒩𝒩(𝒎𝒎,𝜎𝜎2𝑪𝑪)に従う乱数を用いた突然変

異により新たな子個体𝒙𝒙を生成し (図 3.1 (a))，規定の数となるまで個体を淘汰する (図 3.1 (b))．淘汰

後の個体分布に従い𝒎𝒎，𝜎𝜎，𝑪𝑪を更新することで探査を進める  (図 3.1 (c))．ここで，𝒎𝒎 =

(𝑚𝑚1, … ,𝑚𝑚𝐷𝐷)𝑇𝑇は正規分布の中心を示す平均ベクトルであり，𝜎𝜎は分布の大きさ，𝑪𝑪は分布の形状を表

す𝐷𝐷 × 𝐷𝐷の共分散行列である．このように自己適応的に共分散行列を学習しながら探査を進めるた

め，個々の最適化問題の性質に依存せず，多峰性、変数分離不可、不連続性といった関数性質に対

しても有効に機能する [Hansen 2010] [Hansen 2016]．また，推奨されるハイパーパラメータが次元数

𝐷𝐷のみに応じて決まるため [Hansen 2014]，パラメータチューニングが困難な Black-box optimization

環境でも利用しやすい．本研究でも文献[Hansen 2014]の推奨パラメータを用いる．また，CMA-ES

の実装として pymoo [Blank 2020]を用いる． 
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4 章 
 

データ解析手法 
 

4.1. データ解析 
 

 データ解析とは，与えられたデータセット𝑷𝑷 = {𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐, … ,𝒙𝒙𝑵𝑵𝒅𝒅}から有用な情報を抽出し，予測や意

思決定に役立てるための分析，データクレンジング，モデリング等の一連の作業を指す．ここで，

𝒙𝒙は解，𝑁𝑁𝑑𝑑はデータ数である．また，データ解析手法とは，データ解析を行うための種々のアルゴ

リズムを指す．本論文では最適化の過程で得られた解の集合を解析することで，どのようなパラメ

ータが目的関数𝑟𝑟の改善に役立つかを分析するためにデータ解析手法を用いる．したがって，本研

究で行うデータ解析は，データセットから有用な情報を抽出する狭義のデータ解析である． 

 データセットから有用な情報を抽出するデータ解析手法としては，相関係数や MIC (Maximal 

Information Coefficient) [Reshef 2011]を用いた統計的指標による分析，決定木 [Press 1969] [Breiman 

1984]や，単純パーセプトロン [Rosenblatt 1958]，Deep Neural Network (DNN) [Lecun 1989]，遺伝的プ

ログラミング  (Genetic Programming, GP) [Koza 1993]による回帰分析，PCA (Principal Component 

Analysis) [Hotelling 1933]や t-SNE (t-Distributed Stochastic Neighbor Embedding)  [van der Maaten 2008]に

代表される次元削減法によるデータセット𝑷𝑷の特徴量抽出が挙げられる．相関分析では，2 変数間の

相関係数によって線形な関係性を可視化することができる．また，データ間の非線形な関係を量る

指標である MIC を用いれば，2 変数間の非線形な関係性を可視化することが可能である．これらの

統計的指標による分析は 2 変数間の関係のみを明らかにし，複数の変数間の関係を可視化すること

は難しい．決定木は木構造を用いて分類や回帰を行う機械学習法である．ここでは回帰を行うため

の決定木である回帰木について説明する．回帰木では，木構造の内部ノードにルール (𝑥𝑥1 ≥ 1など) ，

葉ノードに𝑟𝑟の値域 (𝑟𝑟 > 1など) が配置されたグラフが得られる．得られたグラフの葉ノードからル

ートノードを辿れば，𝑟𝑟が特定の値域となるためのルールが得られる．単純パーセプトロンや DNN

による回帰分析では𝑟𝑟を Neural Network (NN)により近似した関数𝑟𝑟得られる．単純パーセプトロンの

場合，入力層から出力層への重みを可視化することで，どの変数𝑥𝑥𝑖𝑖が𝑟𝑟の近似に貢献したか，即ち重

要なパラメータであるか判断できる．多層パーセプトロンや DNN のような NN であっても，SHAP 

(SHapley Additive exPlanations) [Lundberg 2017]や LIME (Local Interpretable Model-agnostic Explanations) 
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[Ribeiro 2016]を用いて重要なパラメータを可視化できる．GP は回帰や分類等を行うための EA であ

る．GP では各個体の遺伝子情報が木構造により表現され，木構造の各ノードには変数，定数，式 

(sin (𝑥𝑥), cos(𝑥𝑥)など)，演算子等が配置される．したがって，NN とは異なり，木構造を解釈すること

で 𝑟𝑟を明示的に得ることが可能である．次元削減法は高次元データをできる限りデータ間の関係を

保持したまま低次元空間へ投影する手法である．低次元空間においてデータセット𝑷𝑷を観察するこ

とで，パラメータと 𝑟𝑟の関係を可視化することが可能である． 

 本研究では， 特徴量抽出に注視するため，次元削減法を用いたデータセット𝑷𝑷の解析を行う．次

元削減法は，線形法と非線形法に分類される．次節では線形法として代表的な PCA (Principal 

Component Analysis) [Hotelling 1933]と非線形法として代表的な t-SNE (t-Distributed Stochastic Neighbor 

Embedding)  [van der Maaten 2008]について説明する． 

 

4.2. 次元削減法 
4.2.1. PCA: Principal Component Analysis 
 

 PCA は，データ数𝑁𝑁𝑑𝑑のデータセット𝑷𝑷が与えられたとき，𝐷𝐷次元の解𝒙𝒙 ∈ 𝑷𝑷を，次元数𝐷𝐷𝐿𝐿の低次元

空間𝕊𝕊Lへ射影するアルゴリズムである．𝕊𝕊Lの第 1軸は，データセット𝑷𝑷の分散が最大化される方向に

負荷重ベクトル𝒘𝒘𝟏𝟏が選択される．即ち， 

 

argmax
𝑤𝑤1

Tr(𝒘𝒘𝟏𝟏
𝑻𝑻𝑫𝑫𝟏𝟏

𝑻𝑻𝑫𝑫𝟏𝟏𝒘𝒘𝟏𝟏)  
(4.1) 

subject to 𝒘𝒘𝟏𝟏
𝑻𝑻𝒘𝒘𝟏𝟏 = 1 

 

を解くことで𝒘𝒘𝟏𝟏を得る．𝑫𝑫𝟏𝟏はデータ行列であり，各行が𝒙𝒙 ∈ 𝑷𝑷の成分を持つ𝑁𝑁𝑑𝑑 × 𝐷𝐷行列である．以

降の第𝑛𝑛軸に関しては， 

 

𝑫𝑫𝒏𝒏 = 𝑫𝑫𝟏𝟏 −�𝑫𝑫𝒘𝒘𝒏𝒏𝒘𝒘𝒏𝒏
𝑻𝑻

𝑛𝑛−1

𝑛𝑛=1

 (4.2) 

 

と𝑛𝑛 − 1までの主成分をデータ行列から取り除いた後， 

 

argmax
𝒘𝒘𝒏𝒏

Tr(𝒘𝒘𝒏𝒏
𝑻𝑻𝑫𝑫𝒏𝒏

𝑻𝑻𝑫𝑫𝒏𝒏𝒘𝒘𝒏𝒏) 
(4.3) 

subject to 𝒘𝒘𝒏𝒏
𝑻𝑻𝒘𝒘𝒏𝒏 = 1 
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を解くことで𝒘𝒘𝒏𝒏を得る．式(4.2)，(4.3)の操作は，これまで得た𝑛𝑛 − 1個の負荷重ベクトル𝒘𝒘𝒏𝒏に直行

する条件のもと，分散が最大化される方向を選ぶことに相当する．𝒘𝒘𝒏𝒏，𝑛𝑛 ∈ {1, … ,𝐷𝐷𝐿𝐿}の負荷重ベク

トルを求めた後， 

 

𝜕𝜕𝑖𝑖,𝑛𝑛 = 𝒙𝒙𝒊𝒊 ∙ 𝒘𝒘𝒏𝒏 (4.4) 

 

とすれば，各解𝒙𝒙𝒊𝒊，𝑖𝑖 ∈ {1, …𝑁𝑁𝑑𝑑}に対して射影後の空間𝕊𝕊Lにおける解𝒚𝒚𝒊𝒊が得られる． 

 PCA の利点は，𝕊𝕊Lにおける各軸が負荷重ベクトル𝒘𝒘𝒏𝒏によって意味づけされる点である．𝕊𝕊Lにおけ

る解の変化を各軸の意味に沿って理解できるため，データセットの解釈性に優れる．一方，線形分

離不可なデータセットに対しては局所的な構造をうまく変換できない欠点を持つ． 

 

4.2.2. t-SNE: t-distributed Stochastic Neighbor Embedding 
 

 t-SNEは𝐷𝐷次元空間𝕊𝕊の解𝒙𝒙 ∈ 𝑷𝑷を，次元数𝐷𝐷𝐿𝐿の低次元空間𝕊𝕊Lへ埋め込む非線形次元削減法である．

t-SNE では，𝕊𝕊での解の類似度が低次元空間𝕊𝕊Lにおいても保たれるように非線形変換を行う．𝕊𝕊にお

ける 2 つの解𝒙𝒙𝒊𝒊，𝒙𝒙𝒋𝒋の類似度は，条件付き確率によって， 

 

𝑝𝑝𝑗𝑗|𝑖𝑖 =
exp−

�𝒙𝒙𝒊𝒊 − 𝒙𝒙𝒋𝒋�
2

2𝜎𝜎𝑖𝑖2

∑ exp−‖𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑘𝑘‖2
2𝜎𝜎𝑖𝑖2

𝑘𝑘∈{1,…,𝑁𝑁𝑒𝑒}∖{𝑖𝑖}

 (4.5) 

 

と定義する．ここで，𝜎𝜎𝑖𝑖はガウス分布の偏差である．𝜎𝜎𝑖𝑖は Perplexity がユーザ指定の値と一致するよ

うに求める．即ち， 

 

Preplexiy = 2𝐻𝐻𝑖𝑖 

(4.6) 𝐻𝐻𝑖𝑖 = − � 𝑝𝑝𝑗𝑗|𝑖𝑖
𝑗𝑗∈{1,…,𝑁𝑁𝑒𝑒}

log2 𝑝𝑝𝑗𝑗|𝑖𝑖 

 

を二分法により求める．ここで，𝐻𝐻𝑖𝑖は Shannon エントロピーである．𝒙𝒙𝒊𝒊の周りに解が密集していれ

ば，𝜎𝜎𝑖𝑖は小さな値となる．また，Preplexiy には 5~50 の値を設定することが推奨されている [van der 

Maaten 2008]．同時確率は， 
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𝑝𝑝𝑖𝑖𝑗𝑗 =
𝑝𝑝𝑗𝑗|𝑖𝑖 + 𝑝𝑝𝑖𝑖|𝑗𝑗

2𝑁𝑁𝑑𝑑
 (4.7) 

 

により求める．低次元空間𝕊𝕊Lにおける 2 つの解𝒚𝒚𝒊𝒊，𝒚𝒚𝒋𝒋の類似度は，t 分布による同時確率によって， 

 

𝑞𝑞𝑖𝑖𝑗𝑗 =
�1 + �𝒚𝒚𝒊𝒊 − 𝒚𝒚𝒋𝒋�

2
�
−1

∑ ∑ (1 + ‖𝒚𝒚𝒌𝒌 − 𝒚𝒚𝒍𝒍‖2)−1𝑏𝑏∈{1,…,𝑁𝑁𝑒𝑒}∖{𝑘𝑘}𝑘𝑘∈{1,…,𝑁𝑁𝑒𝑒}
 (4.8) 

 

で与えられる．𝑝𝑝𝑖𝑖𝑗𝑗の分布Ψと，𝑞𝑞𝑖𝑖𝑗𝑗の分布Ωについての Kullback–Leibler 情報量 

 

𝐾𝐾𝐿𝐿(Ψ ∥ Ω) = � 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑗𝑗 log
𝑝𝑝𝑖𝑖𝑗𝑗
𝑞𝑞𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖,𝑗𝑗∈{1,…,𝑁𝑁𝑒𝑒},𝑖𝑖≠𝑗𝑗

 (4.9) 

 

を最小化するように，𝕊𝕊Lでの解𝒚𝒚𝒊𝒊の分布を決定すれば，𝒙𝒙𝒊𝒊 → 𝒚𝒚𝒊𝒊と次元削減できる． 

 t-SNE の利点は，𝕊𝕊での解の類似度が𝕊𝕊Lにおいてもできる限り保たれるため，線形分離不可なデー

タセットにおいても局所的な構造が保たれる点である．一方，非線形な変換を行うため，𝕊𝕊Lにおけ

る軸や遠方に位置する解との距離に何ら意味を持たない．即ち PCA と比べ解釈性に劣る． 
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5 章 
 

気泡数がマイクロジェット生成に 

与える影響 
 

5.1. 諸論 
 

 1 章にて述べた通り，レーザー誘起気泡の体積，位置，個数といった気泡パラメータはマイクロ

ジェット生成に影響を与えることが示唆される．本章では，気泡パラメータのうち，気泡数のみに

着目し，気泡数がマイクロジェット生成に与える影響について議論する． 

 本章では，気泡数にのみ着目するため，気泡の総体積や総内部エネルギー量は全てのケースで一

定とした数値的調査を行う．初めに，先行研究 [Peters 2013] [Hayasaka 2017]と同様に，メニスカスが

ある場合とない場合のシミュレーションを行い，メニスカス方向に伝わる圧力波のインパルスとマ

イクロジェット速度の関係を確認した．さらに，気泡数がマイクロジェット速度とインパルスに与

える影響を評価する．次に，メニスカス方向に伝播する圧力波の詳細な構造を調べ，圧力波の伝播

経路から特定点での圧力時間変化を説明する．最後に，気泡の膨張履歴を用いて，気泡の数によっ

てマイクロジェットの速度が変化する理由を考察する．計算コスト削減のため，本研究では 2 次元

マイクロチャネル内の圧力波伝搬をシミュレーションした．微細管では，軸の中心で発生した圧力

波が周囲の管壁で反射して軸中心に戻るため，圧力波の収束効果が発生する．一方，2 次元マイク

ロチャネルでは，集束効果が弱くなり，圧力インパルス強度と噴流速度に定量的な差が生じる．し

かし，2 次元マイクロ流路においても，壁面での波の反射や気泡といった圧力場生成の基本プロセ

スは考慮することが可能である．本研究では，圧力場生成の基本現象を定量的に議論し理解するこ

とを目的とし，粘性及び表面張力を無視する．なお，本章で行う数値解析の格子収束性に関する調

査は付録 B で行う．また，粘性及び表面張力の影響は付録 C にて調査し，粘性及び表面張力を無視

しても定性的議論に影響が無いことを確認している． 
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5.2. 数値解析条件 
 

 
図 5.1 メニスカスがある場合のシミュレーション設定  (w-meniscus setting)．ジェット速度の評価

に用いる． 

 

 
図 5.2 メニスカスがない場合のシミュレーション設定  (w/o-meniscus setting)．メニスカス方向に

伝わる圧力波のインパルスを評価するために用いる． 

 

 本章では，2 次元マイクロチャネル内の複数の高圧気泡 (気泡数 𝑁𝑁 ∈  {1,2,3})から伝播する圧力波

の数値シミュレーションを行う．マイクロジェットの速度とメニスカスを評価するために，2 つの

シミュレーション条件を設定する． 
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 図 5.1に，マイクロジェットの速度を評価するために用いるメニスカスありのシミュレーション設

定  (w-meniscus setting)を示す．気泡界面やメニスカスを捉えるため，𝑥𝑥 ∈ [−6.2, 30]の範囲でセル間

隔を 0.04 [-]と一定に設定した．w-meniscus setting では，メニスカスで強い膨張波が発生するため，

𝐾𝐾𝐾𝐾 ∙ 𝒖𝒖の項は適用しない．本研究と同様に，強い膨張波を伴う水中爆発を扱う研究では，計算安定

化のために𝐾𝐾𝐾𝐾 ∙ 𝒖𝒖の項を適用していない[Daramizadeh 2015] [Yu 2021] [Bryngelson 2021]． 

図 5.2 に，メニスカスを評価するためのメニスカスのないシミュレーション設定  (w/o-meniscus 

setting)を示す．w/o-meniscus setting では，𝑥𝑥 ∈ [−12, 12]の範囲でセル間隔を 0.04 [-]と一様に設定す

る．一方，𝑥𝑥 < −12及び𝑥𝑥 < 12の領域では，セルを左右の境界方向にストレッチングしている．本

研究では，圧力メニスカスを検査面において評価する．圧力メニスカスを調べるための検査面は，

気泡中心から 𝑥𝑥 方向に 12 [-]の位置に設定する．メニスカスを以下の式で評価する． 

 

𝐼𝐼 = � � 𝑝𝑝𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑆𝑆

𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑇𝑇

0
= � � 𝑝𝑝𝑗𝑗∆𝑠𝑠𝑗𝑗∆𝑡𝑡

𝑗𝑗∈{cell indexes}∆𝑡𝑡∈[0,𝑇𝑇]

  (5.1) 

 

ここで，∆𝑡𝑡は時間刻み，𝑗𝑗は検査面上のセル番号，∆𝑠𝑠𝑗𝑗はセル面の面積である．圧力の時間履歴を測

定するための圧力プローブは (12, 0)に配置する． 

 SG EoS のパラメータは，Shukla らに従い無次元値で， 

 

�𝛾𝛾𝑔𝑔, 𝛾𝛾𝑏𝑏 ,𝑝𝑝𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑔𝑔,𝑝𝑝𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑏𝑏�  =  (1.4, 6.12, 0, 2450),  (5.2) 

 

と設定する [Shukla 2010]．初期条件は， 

 

�𝜌𝜌𝑔𝑔,𝜌𝜌𝑏𝑏 ,𝑢𝑢, 𝑣𝑣,𝑤𝑤,𝛼𝛼𝑔𝑔 ,𝑝𝑝�  = �
 (83.3, 0, 0, 0, 0, 1, 571.4)
 (0, 833, 0, 0, 0, 0, 0.7143)

 (1, 0, 0, 0, 0, 1, 0.7143)
. 

Laser-induced bubble 

 (5.3) Liquid 

Air 

 

と設定する．これらの条件は，すべての計算ケースで同じである．気泡圧力は，実験で使用される

パルスレーザー装置と同程度のレーザーエネルギー36 [𝜇𝜇J]を元に設定している[Tagawa 2013] [Kiyama 

2019] [Krizek 2020] [Miyazaki 2021] [Gutiérrez-Hernández 2021]．気泡の総内部エネルギーが全てのケー

スで一定になるように，気泡体積の和を一定とする．この制約から気泡の半径𝑟𝑟は， 
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𝑟𝑟 =  �
𝑅𝑅2

𝑁𝑁
  (5.4) 

 

で決定する．気泡半径はパルスレーザーの典型的なスポットサイズに準拠している [Gutiérrez-

Hernández 2021]．気泡は表 5.1 に示すように等距離に配置する． 

 

表 5.1 各ケースの気泡位置． 

Number of Bubbles 1 2 3 
Positions  (𝑥𝑥,𝜕𝜕) [-]  (0,0) (0,−3.5), (0,3.5) (0,−4.67), (0,0), (0,4.67) 

 

通常，気泡界面は計算の安定性のために平滑化処理される [Rasthofer 2017] [Garrick 2017a] [Beig 2018] 

[Tiwari 2013] [Schmidmayer2020]．平滑化された体積率は， 

 

𝛼𝛼𝑔𝑔 =
1
2
�1− tanh�

𝑙𝑙(𝒙𝒙)− 𝑟𝑟
ℎ

��  (5.5) 

 

で与えられる [Tiwari 2013]．ここで，𝒙𝒙はセル中心の位置，𝑙𝑙(𝒙𝒙)は気泡中心と𝒙𝒙の距離である．変数 ℎ

は計算セルの長さである． 

 本研究では対称境界条件によって，マイクロチャネルの下側のみ計算する．マイクロチャネルの

壁面には滑り壁面条件，左右には流出境界条件を設定する．流出境界は，反射が問題にならない十

分遠方に設定されている． 

 時間間隔は Courant 数 0.2 のもと，CFL 条件から∆𝑡𝑡 = 1.0 × 10−4 [-]に固定した． 
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5.3. 結果及び考察 

5.3.1. マイクロジェット速度及びメニスカスの時間発展 

 

 本項では，インパルスとマイクロジェットの速度の関係を示す．さらに，マイクロジェットの時

間発展，インパルスの時間履歴について述べる．本章では，安定シミュレーションを行うために𝜌𝜌-

THINC-MUSCL3 を用いる． 

 

   
 (a) 𝑡𝑡 = 0 [-]  (b) 𝑡𝑡 = 25 [-]  (c) 𝑡𝑡 = 90 [-] 

図 5.3 単一気泡のケースにおけるマイクロジェットの時間発展． 

 

 図 5.3 に単一気泡のケースにおけるマイクロジェットの時間発展を示す．文献 [Tagawa 2012]と同

じく，メニスカスの中心からマイクロジェットが発生することが確認できる．図 5.4に，最終状態で

のマイクロジェット速度とマイクロジェット形成の時間変化を示す．図 5.4  (a)より，最終段階での

マイクロジェット速度は，気泡数が増加するにつれて減少していることがわかる．また，マイクロ

ジェット速度の時間履歴の違いに伴い，マイクロジェットの先端位置も異なっている  (図 5  (b-d))． 
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 (b) 気泡数 1 の場合の 

マイクロジェット形状 

 
 (c) 気泡数 2 の場合の 

マイクロジェット形状 

 
(a) マイクロジェット速度の時間発展  (d) 気泡数 3 の場合の 

マイクロジェット形状 

図 5.4 マイクロジェット速度の時間履歴及び最終時刻におけるマイクロジェット形状．図 (b)- (d)

中のオレンジの破線は，気泡数 1 の場合のマイクロジェット先端部の位置を示している． 
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(a) 全体図 (b) 拡大図 

図 5.5 インパルスの時刻履歴． 

  

 次に，検査面に作用するインパルスについて述べる．図 5.5 にインパルスの時刻履歴を示す．図

5.5 より，時間 3.5 [-]までは，3 つの気泡がある場合に最もインパルスが大きいことがわかる．その

後，3.5 [-]から 4.5 [-]までの時間では，気泡が 2 つの場合のインパルスが最も大きくなっている．

𝑡𝑡=4.5 [-]以降では，気泡が 1 つの場合が最も高いインパルスを示す．以上の結果をまとめると，初期

段階では気泡が複数あるほどインパルスが大きくなる．しかし，次第に気泡が 1 つの場合のインパ

ルスが複数気泡の場合のインパルスを上回るようになる． 

 本節の結果をまとめると，最終段階での圧力インパルスは気泡数が多くなるにつれて減少する．

この傾向は，マイクロジェットの速度と同じである．したがって，マイクロジェット速度は，気泡

からメニスカスへ伝播する圧力のインパルスと強い相関があると結論付けられる．これらの結果は，

メニスカスがない場合の圧力場の構造を調べることで，マイクロジェット速度に対する気泡数の影

響を議論することが可能であることを示している．  
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5.3.2. 単一気泡周りの圧力場時間発展 

 

 

   
 (a)  (b)  (c) 

   
 (d)  (e)  (f) 

図 5.6 時間 (a) 𝑡𝑡 = 0.0,  (b) 𝑡𝑡 = 0.9,  (c) 𝑡𝑡 = 1.8,  (d) 𝑡𝑡 = 3.3,  (e) 𝑡𝑡 = 4.5, 及び (f) 𝑡𝑡 = 5.4 における単一気

泡周りの圧力場．各図の上部には密度勾配値による圧力波及び界面位置の可視化結果を，下部に

は圧力場を示している． 

 

 本項では，w/o-meniscus settingを用いて単一気泡から発生する圧力場の構造を調査した．また，圧

力波を正確に捉えるために，MP-WENO5-JS を用いた． 

図 5.6に，単一のレーザー誘起気泡によって生成された圧力場の発展を示す．まず，高圧のレーザー

誘起気泡によって球状の圧力波 (圧縮波)が発生し (図 5.6  (a))，液体中を伝播する (図 5.6  (b))．次に，

圧縮波はマイクロチャネルの壁面に到達し，圧縮波として反射する (図 5.6  (c))．次に，壁面からの

圧力波が気泡界面で反射し，膨張波となる (図 5.6  (d))．その後，膨張波が壁で反射し (図 5.6  (e))，

さらに気泡界面で圧縮波として反射する (図 5.6  (f))．この一連の波の反射の結果，マイクロチャネ

ル内には複雑な圧力場が形成される．また，気泡と壁の間を繰り返し伝播する圧力波も観察できる． 
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図 5.7 単一気泡におけるプローブで圧力の時刻履歴． 

 

 図 5.7 はプローブでの圧力の時間履歴である．図 5.7 からわかるように，圧力の時間履歴は周期の

周期的な振動を示し，また，初期には固有の時間𝑡𝑡𝑛𝑛で圧力ピークが確認できる． 

 圧力の時間履歴は，以下のようなプロセスで生成されていると考えられる．図 5.8は，気泡から圧

力プローブまでの圧力波の経路を示したものである．圧力プローブに到達する圧力波の経路には 2

種類の経路があると考えられる．一つは，壁面と気泡の間を繰り返し反射する経路である (図 5.8  

(a))．高圧気泡で発生した圧力波は，壁面での反射により気泡に戻る．さらに，気泡での反射で，一

部は圧力プローブ方向へ，一部は再び壁面方向へ伝播する．この経路によって，圧力プローブでは，

周期的な圧力振動が観測されると考えられる．第 2 の経路は，気泡から圧力プローブ方向に伝播す

るものである (図 5.8b)．高圧気泡で発生した圧力波が直接，あるいは壁面で複数回反射してプロー

ブに到達する．図 5.7に示した圧力時間履歴の周期的振動は第一圧力経路によるものであり，初期に

見られる圧力ピークは第 2 の経路によって圧力波がプローブに到達したものであると考えられる． 
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(a) (b) 

図 5.8 気泡から圧力プローブまでの圧力波経路模式図．(a)気泡と壁の間を繰り返し往復する圧力

波及び(b)プローブ方向へ伝播する圧力波の 2 つの圧力波経路を示している． 

 

 以上のような圧力振動のメカニズムを検証するために，まず，図 5.8  (a)で説明した圧力振動の周

期時間を幾何的にモデル化する．圧力ピークの周期𝑇𝑇は，気泡と壁の往復距離である距離𝐿𝐿𝑝𝑝を伝播

する圧力波が要する時間から，以下のように算出されると考えられる． 

 

𝑇𝑇 =
𝐿𝐿𝑝𝑝
𝑐𝑐𝑏𝑏

=
𝐷𝐷
𝑐𝑐𝑏𝑏

 (5.6) 

 

ここで，𝑐𝑐𝑏𝑏は液体の音速，𝐷𝐷 =14 はマイクロチャネルの幅である．本研究では，𝑐𝑐𝑏𝑏 は無次元量により 

4.8 とした．次に，図 5.8  (b)の破線で描かれているように，圧力経路の長さ𝐿𝐿𝑛𝑛を考慮して，第 2 の圧

力波経路から来る圧力ピークの遅延時間を推定する．圧力波がプローブに到達するまでの遅延時間

𝑡𝑡𝑛𝑛は，以下の式を用いて算出することができる． 

 

𝑡𝑡1 =  
𝐿𝐿1
𝑐𝑐𝑏𝑏

 =  
𝐿𝐿
𝑐𝑐𝑏𝑏

 

(5.7) 𝑡𝑡2 =  
𝐿𝐿2
𝑐𝑐𝑏𝑏

 =  
√𝐿𝐿2 + 𝐷𝐷2

𝑐𝑐𝑏𝑏
 

𝑡𝑡3 =  
𝐿𝐿3
𝑐𝑐𝑏𝑏

=
�𝐿𝐿2 + (2𝐷𝐷)2

𝑐𝑐𝑏𝑏
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… 

𝑡𝑡𝑛𝑛 =
�(𝐿𝐿2 + ((𝑛𝑛 −  1)𝐷𝐷)2

𝑐𝑐𝑏𝑏
 

 

ここで，𝐿𝐿は気泡と検査面との間の長さである．式 (5.6)，式 (5.7)の計算結果を表 5.2 にまとめた．式 

(5.6)， 式(5.7)の結果は，シミュレーションの結果と一致している．ただし，式はシミュレーション

結果よりも長い時間を評価している．レーザー誘起気泡から伝播する圧力波によって，液体中の音

速は 4.8～5.0 の範囲で変化している．この圧力波は，方程式で考慮されている音速よりも速く伝播

している．また，式 (5.6)， (5.7)では気泡半径の時間発展は考慮されていない．したがって，式はシ

ミュレーションより長い時間を評価する． 

 

表 5.2 式 (5.6)及び式 (5.7)の計算結果とシミュレーション結果(図 5.7)の比較． 

時間 [-] 𝑇𝑇 𝑡𝑡1 𝑡𝑡2 𝑡𝑡3 
シミュレーション結果 2.9 2.6 3.7 6.2 
式 (5.6)， (5.7)による推定結果 2.9 2.5 3.9 6.4 

 

 最後に，マイクロチャネル内の単一レーザー誘起気泡から発生する圧力場の構造をまとめる．圧

力波の伝播には 2 つのタイプがあることがわかる．一つは，気泡からメニスカスへの伝播，もう一

つは，気泡と壁の間で発生する往復伝播である．この 2 種類の圧力波が，マイクロチャネル内の圧

力場の構造を作り出している．  
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5.3.3. 複数気泡周りの圧力場時間発展 

 

 

   
気泡数 1 気泡数 2 気泡数 3 

 (a) 𝑡𝑡 = 0.25 

   
気泡数 1 気泡数 2 気泡数 3 

 (b) 𝑡𝑡 = 1.0 

   
気泡数 1 気泡数 2 気泡数 3 

 (c) 𝑡𝑡 = 2.25 

図 5.9 各気泡数における圧力場の時間発展．各図の上部には密度勾配値による圧力波及び界面位

置の可視化結果を，下部には圧力場を示している． 

 

 本節では，複数の気泡が存在する場合のシミュレーション結果について述べる．3.2 節と同様に

MP-WENO5-JS と w/o-meniscus setting を用いる. 

 図 5.9に気泡数 1，気泡数 2，気泡数 3の圧力場の時間発展を比較した結果を示す．図 5.9 (a)より，

気泡数が増えるほど，圧力波が早期に重なり，高圧領域が発生することがわかる．図 5.9 (b)に示す
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ように，2 つの気泡の場合は 2 つの圧力波の重なりによって𝑝𝑝=226 以上の圧力領域が発生し，3 つの

気泡の場合は 3 つの圧力波の重なりによって𝑝𝑝=455 以上の強い圧力領域が発生することがわかる．

しかし，気泡数 1 の場合，他の気泡から発生した圧力波との重なりが起らないため，図 5.9 (c)の最

大圧力は𝑝𝑝=161 程度である．このように，気泡の数が増えると，複数の圧力波の重なりが早期にお

こり，より強い圧力波が検査面に早く到達する． 

  

(a) 気泡数 2 (b) 気泡数 3 

図 5.10 複数気泡における圧力プローブの時間履歴． 

 

 図 5.10 に，プローブにおける圧力の時間履歴を示す．図 5.10 に示すように，複数の気泡が存在す

る場合でも，周期𝑇𝑇の圧力振動が確認できる．また，周期 Tは気泡の数によって異なることが確認で

きる． 

 式(5.6)及び式(5.7)は，複数の気泡に拡張することができる．図 5.11 は，複数気泡の場合のプロー

ブまでの圧力波の経路を示したものである．まず，周期 𝑇𝑇 の式 (式(5.6))を拡張する．複数気泡の場

合，式(5.6)の圧力波の往復距離は，気泡間の距離または気泡と壁との距離の 2 倍である．圧力波の

伝搬距離𝐿𝐿𝑝𝑝は， 

 

𝐿𝐿𝑝𝑝 =
𝐷𝐷
𝑁𝑁

 (5.8) 

 

となり，周期 T は𝐿𝐿𝑝𝑝を用いて， 

 



52 
 

𝑇𝑇 =  
𝐿𝐿𝑝𝑝
𝑐𝑐𝑏𝑏

 =  
𝐷𝐷
𝑁𝑁𝑐𝑐𝑏𝑏

 (5.9) 

 

と計算することができる．次に，遅延時間の式 (式(5.7))を拡張する．単一気泡の場合と同様に，図

5.11 (b)の破線は，圧力波が気泡からプローブまで伝播する経路を示している．遅延時間𝑡𝑡𝑛𝑛は， 

 

𝑡𝑡1 =
√𝐿𝐿2 + 𝑠𝑠2

𝑐𝑐𝑏𝑏
 

(5.10) 

𝑡𝑡2 =
�𝐿𝐿2 + (𝐷𝐷 −  𝑠𝑠)2

𝑐𝑐𝑏𝑏
 

𝑡𝑡3 =
�𝐿𝐿2 + (𝐷𝐷 +  𝑠𝑠)2

𝑐𝑐𝑏𝑏
 

… 

𝑡𝑡𝑛𝑛 =  

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ √𝐿𝐿2 + 𝑠𝑠2

𝑐𝑐𝑏𝑏
 If 𝑛𝑛 = 1

�𝐿𝐿2 + �(𝑛𝑛 −  1)𝐷𝐷 −  𝑠𝑠�2

𝑐𝑐𝑏𝑏
 If 𝑛𝑛 is an even number

�𝐿𝐿2 + �(𝑛𝑛 −  2)𝐷𝐷 +  𝑠𝑠�2

𝑐𝑐𝑏𝑏
 If 𝑛𝑛 is an odd number

 

  

と計算できる．ここで，𝑠𝑠はマイクロチャネル中心から気泡までの距離である．複数気泡における式

(5.9)，式(5.10)の計算結果を表 5.3，表 5.4 に示す．遅延時間𝑡𝑡𝑛𝑛については，各気泡について式(5.10)

を計算し，最も少ない 3 つの時間を示している．音速の変化や気泡の半径を考慮していないため，

式(5.9)，式(5.10)の結果とシミュレーション結果の間に若干のずれが生じている．しかし，その誤差

は 10％以下であり，解析結果はシミュレーション結果と整合している．これらの結果から，複数の

気泡がある場合でも，2 種類の圧力波の伝播，即ち気泡からメニスカスへの伝播と気泡の周りの往

復が確認できる． 

 

表 5.3 気泡数 2における式 (5.9)及び式(5.10)の計算結果とシミュレーション結果(図 5.10)の比較． 

時間 [-] 𝑇𝑇 𝑡𝑡1 𝑡𝑡2 𝑡𝑡3 
シミュレーション結果 2.9 2.6 3.7 6.2 
式 (5.9)，式(5.10)による推定結果 2.9 2.5 3.9 6.4 
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表 5.4 気泡数 3における式 (5.9)及び式(5.10)の計算結果とシミュレーション結果(図 5.10)の比較． 

時間 [-] 𝑇𝑇 𝑡𝑡1 𝑡𝑡2 𝑡𝑡3 
シミュレーション結果 2.9 2.6 3.7 6.2 
式 (5.9)，式(5.10)による推定結果 2.9 2.5 3.9 6.4 

 

 表 5.5に最大圧力値と，最大圧力ピークのプローブへの到達時間の比較を示す．気泡数の増加に伴

い，最大圧力が増加していることがわかる．また，最大圧力の到達時間は気泡数が多いほど早くな

っている．この結果は，図 5.9で確認したように，気泡数が多くなると重なり合う圧力波の数が多く

なることに起因している．図 5.5では，初期段階において気泡数の増加とともにインパルスが大きく

なっていることが確認できるが，これは図 5.9 及び表 5.5 にて確認できる圧力波のオーバーラップ効

果によるものであると考えられる． 

 

表 5.5 プローブで観測された最大圧力値及びその到達時刻の比較． 

気泡数 1 2 3 
最大圧力値 [-] 2.9 2.6 3.7 
最大圧力値の到達時刻 [-] 2.9 2.5 3.9 

 

5.3.4. 考察 

 

  

(a) 全体図 (b) 拡大図 

図 5.11 気泡総体積の時間履歴． 
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 気泡の膨張によって周囲の流体に加わる力は，気泡が液体になす仕事としてインパルスに転じる

が予想される．ここでは，図 5.11 に示す気泡総体積の時間履歴から，気泡数の減少に伴いインパル

スが増加した理由を議論する． 

 図 5.11より，𝑡𝑡 ∈ [0.0, 1.2]では気泡が 3つの場合が最も総体積が大きく，その後𝑡𝑡 ∈ [1.2, 2.4]では気

泡が 2 つの場合が最も総体積が大きくなっていることがわかる．しかし，最終的には気泡が 1 つの

場合の体積が最も大きくなっている．気泡体積の時間履歴は，図 5.5に示したインパルス時間履歴と

同様の傾向を示している．図 5.11 (b)は，気泡の膨張勾配が変化するタイミングを拡大した図である．

気泡の膨張勾配が変化したタイミングは，気泡が最初に圧力波と干渉して気泡の膨張が抑制された

タイミングと一致する．表 5.6に，気泡が初めて圧縮圧力波に接触した時刻をまとめた．本研究の設

定では，気泡の数が増えるにつれて気泡の間隔が短くなる．したがって，気泡数が増加すると，圧

力波と気泡の干渉が早く起こり，気泡の膨張が小さくなる．したがって，インパルスが減少すると

考えられる． 

 

表 5.6 気泡と圧力波が初めて干渉した時刻の比較． 

気泡数 1 2 3 
時間 [-] 2.5 1.0 0.6 

 

 Tagawa らは，レーザーのパルスエネルギーを一定にして，レーザーの集光に用いる対物レンズの

倍率を変える実験を行い，レンズ倍率が高くなると最初に発生する気泡の数が少なくなり，圧力イ

ンパルスが大きくなることを確認した[Tagawa 2016]．この実験結果は，気泡数が少ないほどより大

きな圧力インパルスを発生させたと解釈できるが，本研究で得られた結果と一致する．この結果

[Tagawa 2016]は，図 5.11 に示すように，気泡数が多いほど気泡の膨張が抑制されることが理由であ

る可能性がある． 

 

5.4. まとめ 

 

 本章では，液体で満たされたマイクロチャネル内の複数のレーザー誘起気泡によって発生する圧

力波の伝搬を，5 方程式モデルを用いてシミュレーションした．まず，本章で定義したインパルス

とマイクロジェット速度の関係について調査した．その結果，最終的なインパルスとマイクロジェ

ット速度は，気泡の数が増加するにつれて減少することがわかった．また，インパルスはマイクロ

ジェット速度と相関があることが確認された．この結果により，メニスカスがない場合の圧力場の

構造を調べることにで，マイクロジェット速度に対する気泡数の影響を議論できることが示唆され
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た．次に，圧力場の時間発展を調べ，気泡が 1 つの場合の圧力波の経路を調査した．その結果，圧

力波の伝播には，気泡からメニスカスへの伝播と，気泡と壁を往復する伝播の 2 種類があることが

確認された．この 2 種類の伝播は，複数の気泡がある場合にも観察された．さらに，プローブ位置

で観測される圧力ピークに着目すると，気泡数の増加とともに最大圧力が増加し，ピーク圧力の到

達時刻が短くなることが確認された．最後に，気泡体積の時間変化を調査した．気泡膨張履歴と気

泡圧力波干渉の時刻から，気泡数の増加により気泡の膨張が早期に抑制され，インパルスが減少す

ることが示唆された．本章で行った条件では，気泡を複数配置すると，マイクロジェット生成に悪

影響を及ぼす結果が得られた． 
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6 章 
 

気泡パラメータ最適化とマイクロジェット

生成を支配的するパラメータの解明 
 

6.1. 諸論 
 

 5 章では，気泡数の影響にのみ着目した調査を実施した．一方で，気泡体積や位置といった他の

パラメータの影響については調査していない．また，いくつかの示唆はあるものの [Tagawa 2012] 

[Tagawa 2016]，実際にどのパラメータが影響を与えるかは未知であり，最適な気泡パラメータに関

する議論も十分に行われていない．そこで，本章では，気泡数の他，気泡体積，位置といった，ジ

ェット生成に影響を与える気泡パラメータの特定と，最適気泡パラメータの探査を目的とする． 

 1 章で述べた通り，影響を与えるパラメータが未知であるため，パラメトリックスタディによる

調査は困難であると考える．そこで，本章では CMA-ES を用いたパラメータ最適化後，最適化で得

た解の集合を解析することでジェット生成に影響を与える気泡パラメータの特定を行う． 

 

6.2. 数値解析条件 

 
図 6.1 最適化に用いる数値解析条件． 
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 数値解析では安定に計算を行うため，再構築法に𝜌𝜌-THINC-MUSCL3 を用いる．また，計算コスト

の削減のため，5 章と同様に 2 次元マイクロチャネルを設定し，粘性及び表面張力を無視する． 

 図 6.1 に数値解析条件を示す．インパルスを計算するための計測面は𝑥𝑥=10 [-]に設定されている. 計

算領域は[0, 30] × [−7,7]であり，左側境界に対称境界条件，右側は流出境界条件，上面及び下面に

は滑り壁面条件を設定する．領域𝑥𝑥 ∈ [0,10]には等間隔にセルを配置し，𝑥𝑥 ∈ [10,30]ではセルの𝑥𝑥方

向長さを流出境界に向かって一定の伸縮比 1.2 で拡大している．𝑥𝑥 ∈ [0,10]におけるセル幅は 0.04 [-]

である．液体の初期条件は以下のように設定されている． 

 

(𝜌𝜌𝑏𝑏 ,𝒖𝒖,𝑝𝑝) = (103,𝟎𝟎, 0.7143), (6.1) 

 

また，気泡の初期条件を以下のように設定する． 

 

�𝜌𝜌𝑔𝑔,𝒖𝒖� = (102,𝟎𝟎), (6.2) 

𝜌𝜌𝑔𝑔𝜖𝜖𝑔𝑔 =
𝐸𝐸

∑ 𝑉𝑉𝑘𝑘𝑘𝑘
, (6.3) 

 

ここで，𝑉𝑉は気泡体積，𝑘𝑘は気泡番号を表す．総内部エネルギー𝐸𝐸は 36.1 [mJ]とし，気泡内に内部エ

ネルギーが均一に分布することを仮定する．気泡圧力𝑝𝑝𝑔𝑔 は 式 (6.2), (6.3)及び状態方程式 (式(2.18))を

用いて計算する．一般に, 気泡界面の体積分率は計算の安定性のために双曲線正接関数で平滑化され

る [Tiwari 2013]．しかし，最適化の際に非球形気泡が発生するため，双曲線正接関数による平滑化

を適用することができない．そこで，本章では以下のようにガウスカーネルを用いた重み付き平滑

化を行った． 

 

𝛼𝛼𝑔𝑔 =  
∑ 𝛼𝛼𝑔𝑔,𝑛𝑛kernel(|𝒙𝒙 − 𝒙𝒙𝒏𝒏|,ℎ)𝑛𝑛

∑ kernel(|𝒙𝒙 − 𝒙𝒙𝒏𝒏|,ℎ)𝑛𝑛
, (6.4) 

kernel(𝑑𝑑,ℎ)  =  
1

2𝜋𝜋ℎ2
exp�−

𝑑𝑑2

2ℎ2
�, (6.5) 

 

ここで，𝑛𝑛は近傍セル番号である．変数ℎはセル間隔の 1.2 倍に設定されている．時間刻みは Courant-

Friedrichs-Lewy 条件に基づいて∆𝑡𝑡 = 1.0 × 10−4 [-]とし，Courant 数は 0.2 に相当するものとした． 
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6.3. 最適化問題の定式化及びデータ解析設定 
 

 本章では以下の最適化問題を定義する． 

 

maximize 𝐼𝐼(𝒃𝒃), 
(6.6) 

subject to 𝒃𝒃 = (𝜕𝜕1, 𝑟𝑟1, … , 𝜕𝜕4, 𝑟𝑟4)𝑇𝑇, 

 

ここで，𝐼𝐼(𝒃𝒃)は検査面におけるインパルス，𝒃𝒃は気泡設計パラメータ，𝜕𝜕𝑖𝑖 ∈ [−7𝑅𝑅, 7𝑅𝑅]は気泡を定義

するための円の座標，𝑟𝑟𝑖𝑖 ∈ [0.4𝑅𝑅,𝑅𝑅]は気泡を定義するための円の半径， 𝑅𝑅 =  35 [𝜇𝜇m]は代表長さで

ある．気泡設計パラメータ𝒃𝒃を元に初期気泡を設定し，数値解析を行うことで𝐼𝐼(𝒃𝒃)を求める． 図 6.2

に示すように，変数𝒃𝒃によって生成された円が互いに重なり合うと，重なり合った円を 1 つの気泡と

して定義する．図 6.2に示される再定義操作によって，気泡の数や気泡形状，体積を自由に変更でき

る．  

 本章では，2 つのデータセットの解析を行う．1 つ目は，𝒃𝒃及び𝐼𝐼(𝒃𝒃)で定義される変数𝒃𝒃� =

(𝜕𝜕1, 𝑟𝑟1, … ,𝜕𝜕4, 𝑟𝑟4, 𝐼𝐼)のデータセットである．2 つ目は，気泡の初期圧力分布と𝐼𝐼(𝒃𝒃)で定義される変数

𝒑𝒑� = (𝑝𝑝1,𝑝𝑝2, … ,𝑝𝑝𝑛𝑛, 𝐼𝐼)のデータセットである．ここで，𝑛𝑛は計算領域[0, 1.0] × [−7,7]に属するセル番号

を示している．本章では PCA を用いた解析を実施する． 

 

 
図 6.2 気泡設計パラメータ𝒃𝒃による初期気泡分布生成の概念図． 
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6.4. 最適化結果 
 

 図 6.3 に最適化の履歴を示す．図 6.3 中に示した Baseline 解は，y=0 に置かれた半径 R の気泡であ

り，実験で観測される典型的な解のインパルスを示している．CMA-ES は，図 6.3 に示すように，

Baseline 解よりも優れた解を探索することに成功している．図 6.4 に最適化過程における解の遷移を

示す．図 6.4から，最適化が進むにつれて，気泡が壁際に配置されていることが分かる．また，壁側

に配置された半球状の気泡が最適解を得られたことが確認できる． 

 
図 6.3 最適化の履歴．Baseline 解は，𝜕𝜕=0 に置かれた半径𝑅𝑅の気泡のインパルスを示している． 
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図 6.4 最適化過程における近似最適解の遷移．227 回目の評価で得た解が本最適化で得られた近

似最適化となった． 

6.5. 最適化データの解析結果 

 
図 6.5 空間𝒃𝒃�の次元削減結果．図中のいくつかの解に気泡分布をアノテーションしている． 
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 図 6.5 に空間𝒃𝒃�の次元削減結果を示す．図 6.5 中の X1，X2 はそれぞれ第一主成分，第二主成分を

示し，図中のいくつかの解には気泡分布をアノテーションした．また，図 6.6に，各主成分における

各変数の重みを示す．図 6.6 の重みの分布から，X1 はインパルス，X2 は気泡の位置を示しているこ

とがわかる．これら結果から，CMA-ESは図 6.4に示すように，インパルスを最大化するために気泡

を壁付近に配置したことが明らかである．したがって，管内の気泡位置はジェット生成に影響を与

えるパラメータであると推測される．さらに，図 6.5のアノテーションより，複数気泡より単一の気

泡のほうがより高いインパルスを発生させることが確認できる． 

 

 

 
(a) 

 
(b) 

図 6.6 図 6.5 中に示す(a)軸 X1 及び(b)軸 X2 の重みベクトル絶対値． 
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図 6.7 空間𝒑𝒑�の次元削減結果．図中のいくつかの解に気泡分布をアノテーションしている． 

 

  

(a) (b) 

図 6.8 図 6.7 中に示す(a)軸 X1 及び(b)軸 X2 の重みベクトル絶対値． 
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 図 6.7 に空間𝒑𝒑�の次元削減結果示す．図 6.7 においても，いくつかの解に気泡分布を示すアノテー

ションを実施している．さらに，図 6.8 に各主成分に対する重みの絶対値を示す．図 6.8 (b)から，各

セルの初期圧力の重みが壁面付近に分布していることがわかる．次元削減後の各軸におけるインパ

ルスの重みの絶対値は X1 が 0.94，X2 が 0.2 である．したがって，図 6.8 の結果は，X1 がインパル

スにほぼ対応することを意味する．一方，X2 は主に壁近傍の初期圧力に由来している．さらに, 式

(6.3)及び状態方程式 (式(2.18))から，気泡の総体積と初期圧力対応するため, X2 は気泡の総体積と関

係することが予想される. 図 6.7 に示すように，気泡体積は X2 軸にほぼ沿って変化することが明ら

かである．この結果は，インパルスを最大化するための最適な気泡体積が存在することを示してい

る．したがって，気泡体積はジェット生成に影響を与えるパラメータであると推測される． 

 これまでの検討結果から，気泡の初期パラメータ，気泡の位置，個数，気泡体積がインパルスに

影響を与えるパラメータであると考えられる．最後に，これらのパラメータに対する解の散布図を

図 6.9 に示す．図 6.9 から，より高いインパルスを発生させるには，壁際に最適な体積を持つ単一の

気泡を配置することが有効であることが明らかである．本章の結果から，レーザーの集光位置とス

ポットサイズを調整することが，レーザー誘起マイクロジェット生成の有効な手段であることが示

唆される． 

 

 
図 6.9 気泡の位置，個数，気泡体積の散布図． 
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図 6.10 チャネル中心に配置した気泡とチャネル壁面に配置した気泡の圧力波伝播経路の比較． 

 

 気泡の個数がインパルスに与える影響に関しては 5 章での調査結果と整合する．また，気泡位置

に関しても，壁付近に気泡を配置すると圧力波が気泡と干渉するまでの時間が最も長くなる，即ち

気泡膨張が阻害されにくくなるため (図 6.10)，気泡膨張が阻害されにくい気泡配置が最もインパル

スが大きくなるとする 5 章の考察結果に整合する．気泡体積に関しては，本章の結果では適切な気

泡体積が存在するという結果が得られている．一方，Tawaga らの実験では，気泡体積の光学幾何学

的推定結果から初期気泡体積が大きいほどジェット速度が速くなるとしている [Tagawa 2012]．この

ような違いが発生する原因としては，実験ではレーザー焦点のオフセット距離等のパラメータによ

って，液体のレーザー吸光率が変化し，気泡の総内部エネルギーがすべての解で一定とする最適化

問題の仮定と一致していない可能性が挙げられる．このような違いを明らかにするため，実験と連

携したさらなる調査が必要である． 

 

6.6. エネルギー削減率 
 

 最後に，本章で得られた最適解がベースライン解と同等のインパルスを生成するために必要なエ

ネルギー𝐸𝐸𝑅𝑅を示し，得られた最適解のエネルギー削減率を示す．𝐸𝐸𝑅𝑅は以下の式の根を二分法により

求めることで得る． 

 

𝑟𝑟(𝐸𝐸) = 𝐼𝐼baseline − 𝐼𝐼∗(𝐸𝐸). (6.7) 
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ここで，𝐼𝐼baselineはベースライン解のインパルス，𝐼𝐼∗(𝐸𝐸)は気泡内部エネルギー𝐸𝐸における最適解のイ

ンパルスである．本論文では|𝑟𝑟(𝐸𝐸)| < 𝜖𝜖となるまで計算を行い，終了判定のしきい値は𝜖𝜖 = 10−7とし

た．計算の結果，𝐸𝐸𝑅𝑅 = 4.332 [mJ]が得られた．この結果は，ベースライン解と比較してエネルギー

を 88%削減したことを意味する．この削減率は特定の条件のもと二次元チャネル内で最適化を実施

した結果から得であるため，実際の削減率と定量的に一致しない可能性があるものの，本論文で示

した壁面への気泡配置により大幅にエネルギーを削減できる可能性を示している． 

 

6.7. まとめ 
 

 本章では，レーザー誘起マイクロジェットの生成に影響を与える気泡パラメータの探査と最適化

を行った．本章の結果から，気泡の位置，個数，気泡体積がマイクロジェットの生成に影響を与え

る気泡パラメータであることが示唆された．また，壁に半球状の気泡を配置した結果が最適解とし

て得られた． 
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7 章 
 

エネルギー効率最大化を目的とした 

気泡最適化 
 

7.1. 諸論 
 

 6 章では，インパルス𝐼𝐼を指標とすることで，マイクロジェット生成に影響を与える気泡パラメー

タや最適解の議論を行ってきた．一方，本研究の目的とするマイクロジェット生成の効率化という

観点からは，インパルス𝐼𝐼だけではなく，気泡の総内部エネルギー𝐸𝐸とインパルスインパルス𝐼𝐼の比で

あるエネルギー効率𝐼𝐼/𝐸𝐸 (Impulse-to-Energy Ratio: IER)を指標とし議論を行うことも可能である．そこ

で，本章では IER を目的関数とした最適化を行う．また，本章でも最適化過程で得られた解の集合

を解析することで，𝐼𝐼/𝐸𝐸に影響を与える気泡パラメータについて議論する． 

 

7.2. 数値解析条件 
 

 
図 6.1 (再掲)  最適化に用いる数値解析条件． 
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 本章でも 6 章と同様に，数値解析では安定に計算を行うため，再構築法に𝜌𝜌-THINC-MUSCL3 を用

いる．また，計算コストの削減のため， 2 次元マイクロチャネルを設定し，粘性及び表面張力を無

視する． 

 解析条件，及び計算格子の設定も 6 章と同様のものを利用する．図 7.1 に計算条件の図を再掲す

る．気泡からインパルスを計測する計測面までの領域はセル幅 0.04 [-]で一定であり，計測面から流

出境界条件までの間はストレッチングレイシオ 1.2で格子幅を拡大し，十分遠方に境界を設定した．

また，初期条件設定に関係する式を以下に再掲する． 

 

(𝜌𝜌𝑏𝑏 ,𝒖𝒖,𝑝𝑝) = (103,𝟎𝟎, 0.7143), (6.1) 

�𝜌𝜌𝑔𝑔,𝒖𝒖� = (102,𝟎𝟎), (6.2) 

𝜌𝜌𝑔𝑔𝜖𝜖𝑔𝑔 =
𝐸𝐸

∑ 𝑉𝑉𝑘𝑘𝑘𝑘
, (6.3) 

𝛼𝛼𝑔𝑔 =  
∑ 𝛼𝛼𝑔𝑔,𝑛𝑛kernel(|𝒙𝒙 − 𝒙𝒙𝒏𝒏|,ℎ)𝑛𝑛

∑ kernel(|𝒙𝒙 − 𝒙𝒙𝒏𝒏|,ℎ)𝑛𝑛
, (6.4) 

kernel(𝑑𝑑, ℎ)  =  
1

2𝜋𝜋ℎ2
exp�−

𝑑𝑑2

2ℎ2
�. (6.5) 

 

時間刻みに関しても，6 章と同様に∆𝑡𝑡 = 1.0 × 10−4 [-]を設定する． 

 

7.3. 最適化問題の定式化及びデータ解析設定 
 

 本章で行う最適化問題を以下のように定式化する． 

 

maximize IER(𝒃𝒃) =
𝐼𝐼(𝒃𝒃)
𝐸𝐸

 
(7.1) 

subject to 𝒃𝒃 = (𝜕𝜕1, 𝑟𝑟1, …𝜕𝜕3, 𝑟𝑟3,𝐸𝐸)𝑇𝑇 

 

ここで，𝐼𝐼(𝒃𝒃)は検査面におけるインパルス，𝐸𝐸は気泡内に与えられる内部エネルギーの総量，𝒃𝒃は気

泡設計パラメータ，𝜕𝜕𝑖𝑖 ∈ [−7𝑅𝑅, 7𝑅𝑅]は気泡を定義するための円の座標，𝑟𝑟𝑖𝑖 ∈ [0.4𝑅𝑅,𝑅𝑅]は気泡を定義す

るための円の半径， 𝑅𝑅 =  35 [𝜇𝜇m]は代表長さである．6 章での最適化と同様に，𝒃𝒃を元に気泡を設計

し，初期条件を決定した後，数値解析によって𝐼𝐼(𝒃𝒃)を算出しIER(𝒃𝒃)を評価する (図 6.2 参照)． 

 本章のデータ解析では𝒃𝒃及び𝐼𝐼(𝒃𝒃)で定義される変数𝒃𝒃� = (𝜕𝜕1, 𝑟𝑟1, … , 𝜕𝜕3, 𝑟𝑟3, 𝐼𝐼)のデータセットのみを解

析対象とする． 
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7.4. 最適化結果 
 

 図 7.1 に CMA-ESの最適化履歴を示す．図 7.1に示すように，IERの最適値は 14711.43 である．図

7.2 は，CMA-ES により得られた近似最適解を示したものである．図 7.2 に示すように，近似最適解

は壁面に半円形の気泡を 1つ配置したものとなった．この結果は，6章の最適化結果とほぼ同様であ

る．また，近似最適解の気泡エネルギー総量は，ほぼ設定した値域の下限値であることがわかる． 

図 7.3 は，気泡設計パラメータの空間における解の分布を散布図によって示したものである．図 7.3

が示す通り，𝜕𝜕値が小さいほど IERが高くなることから，気泡を壁側に配置すると IERが向上するこ

とがわかる．この結果から，気泡の位置が IER に影響を与えていることが示唆される．次に，各円

の𝑟𝑟値を確認する．図 7.3 に示すように，円 1と円 3の𝑟𝑟値が小さいと IER が高くなることがわかる．

一方，円 2 の半径については，0.5~0.7 のときに IER が最大となる．したがって，IER を最大化する

気泡体積が存在することが示唆される．最後に，Fig.6 に示す気泡総内部エネルギーE の散布図を確

認する．図 7.3 に示すように，CMA-ES は設定可能な気泡総内部エネルギー𝐸𝐸の下限を集中的に探索

していることがわかる．したがって，エネルギーが小さいほど IER が高くなることが示唆される． 

 

 
図 7.1 IER を目的関数とした場合の最適化履歴． 
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図 7.2 IER を目的関数とした場合に得られた最適解． 

 

 
図 7.3  気泡設計パラメータ𝒃𝒃の散布図．𝒃𝒃の各変数と IER の関係を示している． 
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7.5. 最適化データの解析結果 
 

 図 7.4 に PCA による空間𝒃𝒃�の次元削減結果を示す．図 7.4 の一部の解には，実際の気泡分布がわか

るようにアノテーションを施している．図 7.3 の考察と同様に，図 7.4 は気泡を壁面に配置すること

で IER が向上し，エネルギーが低いほど IER が向上することを示唆している.さらに，図 7.4 は，気

泡の数が少なくなると，IER が向上することが見て取れる． 

 本研究で得られた最適化結果を分析した結果，IER に影響を与える気泡パラメータの候補として，

気泡位置，気泡体積，気泡数，および気泡の総内部エネルギーが確認できた．しかし，図 7.3，図

7.4 で観察した気泡設計パラメータ𝒃𝒃は，気泡パラメータを直接示すものではない．これらの気泡パ

ラメータと IERの関係を明らかにするために，図 7.5に散布図行列を用いて気泡パラメータを可視化

した結果を示す．図 7.5 の𝑐𝑐は相関係数，図 7.5 の対角線は頻度分布を示している．図 7.5 より，IER

と平均気泡位置の間には，-0.8以下で強い負の相関があることがわかる．また，IER と全気泡エネル

ギーとの間にも-0.8 以下の強い負の相関があることが確認できる．したがって，図 7.5 から，壁近傍

に分布する総内部エネルギー𝐸𝐸の低い気泡ほど効率よくマイクロジェットを生成していると結論づ

けられる．さらに，IERと気泡数の相関係数は-0.715 であることがわかる．したがって，気泡数が少

ない方が効率よくマイクロジェットを発生させることができることも確認できる．図 7.5は，気泡量

と IERの間にも強い相関があることを示している．しかし，図 7.3の考察から，円 2の半径が 0.5~0.7

のときに IER が最大になることが確認されているため，IER を最大化する最適な気泡体積が存在す

ると考えられる． 
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図 7.4  IER 最適化問題で得た解集合を用いて行った空間𝒃𝒃�の次元削減結果． 
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図 7.5 抽出された気泡パラメータの散布図行列． 

 

 気泡位置，気泡体積，気泡数に関しては，インパルス𝐼𝐼を指標とした 6 章と同様の結果を得た．一

方，本章では総内部エネルギー𝐸𝐸が IERに影響を与えるという新しい知見を得た．総内部エネルギー

𝐸𝐸が IER に影響を与える理由を考察するため，本章では最後に理論的な解析から IER の関係式を求

め，総内部エネルギーE が小さいほど IER が大きくなる理由を考察する．本解析では，以下の仮定

を用いる． 

 

1. 気泡が膨張によって水に与える力積が，検査面で観測される力積に転じる． 
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2. 単一の球形気泡とする． 

3. 気泡内は理想気体の状態方程式に従う． 

4. 気泡界面で断熱を仮定する． 

 

時間𝑡𝑡における気泡の表面積は， 

 

𝑑𝑑(𝑡𝑡) = 4𝜋𝜋𝑟𝑟(𝑡𝑡)2 

= 4𝜋𝜋 �
3𝑉𝑉(𝑡𝑡)

4𝜋𝜋
�

2
3

= (4𝜋𝜋)
1
3�3𝑉𝑉(𝑡𝑡)�

2
3 

(7.2) 

 

で与えられる．ここで，𝑟𝑟(𝑡𝑡)は気泡半径であり，𝑉𝑉(𝑡𝑡) = 4/3𝜋𝜋𝑟𝑟(𝑡𝑡)3は気泡の体積である．気泡内の圧力

は，理想気体の状態方程式， 

 

𝑝𝑝𝑔𝑔(𝑡𝑡) = �𝛾𝛾𝑔𝑔 − 1�
𝐸𝐸
𝑉𝑉(𝑡𝑡)

 (7.3) 

 

に従う．式(7.2)及び式(7.3)から，気泡が周囲の液体に与えるインパルスは， 

 

𝐼𝐼𝑏𝑏 = � 𝑝𝑝𝑔𝑔(𝑡𝑡)𝑑𝑑(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑡𝑡𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

0
 

= (4𝜋𝜋)
1
3(3)

2
3�𝛾𝛾𝑔𝑔 − 1�𝐸𝐸� 𝑉𝑉(𝑡𝑡)−

1
3𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑡𝑡𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

0
 

= 𝑚𝑚1𝐸𝐸� 𝑉𝑉(𝑡𝑡)−
1
3𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑡𝑡𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

0
 

(7.4) 

 

となる．したがって IER は， 

 

IER =
𝐼𝐼𝑏𝑏
𝐸𝐸

= 𝛼𝛼1 � 𝑉𝑉(𝑡𝑡)−
1
3𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑡𝑡𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

0
 (7.5) 

 

と計算できる．したがって，IER と気泡体積に関する以下の関係を得る． 

 

IER ∝ � 𝑉𝑉(𝑡𝑡)−
1
3𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑡𝑡𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

0
. (7.6) 
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気泡体積の時間履歴が既知であれば，式(7.6)の右辺は数値積分によって評価可能である．図 7.6に，

本章の最適化で得た数値解析解の気泡体積時間履歴から式(7.6)の右辺を評価した結果を示す．図 7.6

中の𝑐𝑐は相関係数を示している．図 7.6 から高い相関係数を確認できるため，式(7.6)の妥当性を確認

できる． 

 

 

図 7.6 IER と∫ 𝑉𝑉(𝑡𝑡)−
1
3𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

0  (式(7.6))の関係．点で示す図中のデータは，最適化過程で得た数値解

析解を用いて求めたものである． 

 

式(7.5)は，気泡半径によって， 

 

IER = 𝛼𝛼1 � �
4
3
𝜋𝜋𝑟𝑟(𝑡𝑡)3�

−13
𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑡𝑡𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

0
 

= 𝛼𝛼2 � 𝑟𝑟(𝑡𝑡)−1𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑡𝑡𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

0
 

(7.7) 
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とも書き表せる．しかがって， 

 

IER ∝ � 𝑟𝑟(𝑡𝑡)−1𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑡𝑡𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

0
 (7.8) 

 

と IER と気泡半径の関係を得る．式(7.8)は半径の逆数をとるため，気泡の初期体積が同じであれば，

気泡の膨張が遅いほど IER が大きくなることを示唆している．このことから，気泡に与えられる内

部エネルギーの総量が小さいほど IER が大きくなる理由を説明できる．説明のため，気泡界面の膨

張収縮を示す運動方程式である Rayleigh-Plesset 方程式を示す． 

 

𝑝𝑝𝑔𝑔(𝑡𝑡)− 𝑝𝑝∞
𝜌𝜌𝑏𝑏

=
3
2
�
𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑡𝑡
�
2

+ 𝑟𝑟
𝑑𝑑2𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑡𝑡2

, (7.9) 

 

ここで，𝑝𝑝∞は気泡から十分遠方の圧力である．気泡膨張の初期時刻𝑡𝑡 = 0においては，𝑑𝑑𝑟𝑟/𝑑𝑑𝑡𝑡は 0 で

あるため，初期の気泡膨張加速度は𝑝𝑝𝑔𝑔(𝑡𝑡)− 𝑝𝑝∞で決定する．気泡体積が同じであれば，気泡に与え

る全内部エネルギーが大きくなるほど圧力差は大きくなり，気泡はより速く膨張する．したがって，

IER はエネルギー𝐸𝐸が増加するにつれて減少すると考えられる． 

 

7.6. 力積と気泡内部エネルギー𝐸𝐸の関係 
 本章の最適化では，気泡内部エネルギーが低いほど IER が大きくなる結果を得ている．この結果

は，インパルスと気泡内部エネルギーに線形ではない関係があることを示唆している．そこで，本

設では力積と気泡内部エネルギーの関係について調査する．本調査は本章で得た最適気泡形状(図 

7.2)を用いて行い，気泡内部エネルギーを𝐸𝐸 ∈ [9,90]の範囲でΔ𝐸𝐸 = 9.0ずつパラメータスイープする

ことで行う．図 7.7 に本調査で得られた力積と気泡内部エネルギーの関係を示す．図 7.7 から，力積

は内部エネルギーの増加に伴い増加はするものの，対数的増加であることが確認できる．このよう

な力積と気泡内部エネルギー間の性質により，気泡内部エネルギーが低いほど IER が大きくなる結

果が得られたと考えられる． 
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図 7.7 力積と気泡内部エネルギーの関係．本章で得た最適気泡形状をもとに，エネルギーを𝐸𝐸 ∈

[9,90]でパラメータスイープした結果を示している． 

 

7.7. まとめ 
 

 本章では，マイクロジェット生成の指標としてエネルギー効率 IER を定義し，IER の最大化を目

的とした気泡最適化を行った．また，最適化で得られた解の集合を利用したデータ解析により，

IER に影響を与え得る気泡パラメータの抽出を行った．最適化の結果，6 章で実施したインパルス最

大化を目的とした気泡最適化と同じく，壁に半円状の単一気泡を配置した結果が最適解として得ら

れた．また，IER に影響を与えるパラメータとして，気泡位置，気泡体積，気泡数，総内部エネル

ギーを得た．また，総内部エネルギーと IER の関係を解析的に導出し，気泡半径の逆数を時間積分

した値と，IER に相関関係があることを示した． 
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8 章 
 

結言 
 

 本論文は，(1)マイクロジェット速度を支配する気泡パラメータを特定し，そのパラメータがマイ

クロジェット速度に与える影響を調査すること，及び (2)  マイクロジェット速度を最大化する最適

気泡パラメータを調査することを目的とし，数値解析，最適化，データ解析による調査を行った．

本章では本論文で得た結論をまとめる． 

 5 章では，気泡数がマイクロジェット生成に与える影響を数値解析により調査した．5 章では，気

泡の総体積及び総内部エネルギーが全てのケースで一定であるという条件のもと，気泡を等間隔に

配置し，気泡数がマイクロジェット生成に与える影響を調査した．また，本調査は 2 次元マイクロ

チャネル内でおこなった．5 章の要点は以下の通りである． 

• 5 章で設定する条件においては，メニスカス方向に伝わる圧力由来のインパルスとマイクロ

ジェット速度は相関関係にあることが確認された．このことから，気泡からメニスカス方向

に伝播する圧力波の経路や構造を理解することで，気泡数がマイクロジェット速度に与える

影響を評価できることが示唆された． 

• 圧力波の可視化結果及び圧力波伝播経路の幾何学的推定結果から，(a) 気泡と壁面の間や近

傍の気泡との間で繰り返し伝播する圧力波経路及び，(b) 気泡からメニスカス方向へと伝播

する経路の 2 つの圧力波伝播経路が認められた． 

• 気泡膨張履歴を用いた考察から，気泡数を増やすほど上記(a)の圧力波伝播経路により気泡膨

張が阻害され，その結果，インパルスが小さくなることが示唆された． 

以上の議論により，5 章で設定する条件では，気泡数が大きいほど気泡膨張が阻害されやすいため，

マイクロジェット生成に悪影響を及ぼすという結論を得た． 

 6 章では，数値解析及び最適化アルゴリズムにより，メニスカス方向に伝わる圧力由来のインパ

ルスを最大化する目的で気泡最適化を実施した．最適化では，気泡郡に与えられる内部エネルギー

の総量一定の条件のもと，気泡数や気泡径，配置，体積を柔軟に設定可能な最適化問題を定式化し，

最適化を実施した．また，最適化の過程で得られた解の集合をデータ解析法により解析し，マイク

ロジェット速度に影響を与える気泡パラメータの同定を行った．6 章の要点は以下の通りである． 

• 最適化の結果，マイクロチャネル壁面に半円状の気泡を付着させるような配置が最適解とし

て得られた． 
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• データ解析の結果，インパルスを最大化する気泡体積の存在が確認された．また，壁面付近

への気泡配置の有効性が認められた．本最適化においても，5 章と同様に，気泡数が少ない

ほどインパルスが大きくなる結果を得た． 

以上の議論により，6 章では気泡体積，気泡配置，気泡数がマイクロジェット生成に影響を与える

パラメータであることが確認された．また，適切な気泡体積のもと，壁面上に配置された半円気泡

が最適解となることが確認された． 

 7 章では，インパルス𝐼𝐼と気泡郡に蓄えられた総内部エネルギー𝐸𝐸の比であるエネルギー効率𝐼𝐼/𝐸𝐸を

定義し，エネルギー効率最大化を目的とした気泡最適化問題を解いた．6 章と同様に気泡数や気泡

径，配置，体積を柔軟に設定可能な最適化問題を定式化した．また，最適化の過程で得られた解の

集合をデータ解析法により解析し，エネルギー効率に影響を与える気泡パラメータの同定を行った．

7 章の要点は以下の通りである． 

• 最適化の結果，6 章と同様に，マイクロチャネル壁面に半円状の気泡を付着させるような配

置が最適解として得られた． 

• データ解析の結果も 6 章と同様であり，インパルスを最大化する気泡体積の存在が確認され

た．また，壁面付近への気泡配置の有効性と，気泡数が少ないほどインパルスが大きくなる

結果を得た．また，データ解析や散布図による最適化の分析から，気泡郡に蓄えられた総内

部エネルギー𝐸𝐸が小さいほどエネルギー効率が良くなる結果を得た． 

• 総内部エネルギー𝐸𝐸とエネルギー効率 IERの関係を記述する解析解 IER ∝ ∫ 𝑉𝑉(𝑡𝑡)−
1
3𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

0  

を導出した． 

• 上記関係から，初期体積が同じであれば，気泡の体積変化が緩やかな総内部エネルギー𝐸𝐸の

低い解ほどIERが大きくなることが示唆された． 

以上の議論により，7 章では気泡体積，気泡配置，気泡数，総内部エネルギー𝐸𝐸がエネルギー効率に

影響を与えるパラメータであることが確認された．また，6 章と同様に，適切な気泡体積のもと，

壁面上に配置された半円気泡が最適解となることが確認された． 
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付録 A 
 

数値解析手法のバリデーション 
 

 

 本研究では， 1 次元の Gas-liquid shocktube 問題を用いて数値解析手法の検証を行った. 初期条件

は， 

 

�𝜌𝜌𝑏𝑏 ,𝜌𝜌𝑔𝑔,𝑢𝑢, 𝑝𝑝� = �
(0, 1.241, 0, 2.753) , 𝑥𝑥 ∈ [−1, 0] 
(0.991, 0, 0, 3.059 × 10−4) , 𝑥𝑥 ∈ [0,1]  (A.1) 

𝛼𝛼𝑏𝑏 = 1 − �1 + exp
𝑥𝑥

0.5ℎ�
−1

 (A.2) 

 

で与えられる．ここで，ℎはセル間隔、𝑥𝑥はセル中心位置である。SG EoS の諸量は ， 

 

�𝛾𝛾𝑏𝑏 ,𝑝𝑝𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑏𝑏 , 𝛾𝛾𝑔𝑔,𝑝𝑝𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑔𝑔� = (5.5, 1.505, 1.4, 0) (A.3) 

 

 とし, Garrick ら [Garrick 2017a]に従って時間ステップ をΔ𝑡𝑡 = 2.5 × 10−4, 格子間隔 ℎ = 0.0025 を設

定する. 図 A1 に示す数値解，解析的に得られた厳密解とよく一致していることが確認できる. 
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(a) 圧力 (b) 速度 

 

 

(c) 液相体積分率  

図 A.1  Gas-liquid shocktube 問題の数値解と厳密解の比較．黒線で厳密解を，赤線で MP-

WENO5-JS を，青線で𝜌𝜌-THINC-MUSCL3 による解を示している． 
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付録 B 
 

格子収束性 
 

 本研究で最も空間精度の低い再構成法である𝜌𝜌-THINC-MUSCL3 を用いて格子収束性を検討する．

w/o-meniscus setting (図 5.4)を用い，格子幅ℎ = 0.028 (fine)，ℎ = 0.04 (intermediate），ℎ = 0.056 

(coarse)のインパルスを比較する．図 B.2 より，coarse は他の格子と大きくインパスは異なることを

確認できる．一方，fine と intermediate の差は 9.1%である．以上の理由から，格子幅ℎ = 0.04を選択

した． 

 

 
図 B.1 格子収束性の調査結果． 
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付録 C 
 

粘性及び表面張力が 

マイクロジェット速度評価に与える影響 
 

 

 本章では，5 章にて行ったマイクロジェットの数値解析設定 (w-meniscus setting)を用いて，粘性及

び表面張力が定量的及び定性的な議論にどのような影響を与えるか調査を行う．水及び空気の粘性

係数，表面張力係数，接触角はそれぞれ，𝜇𝜇𝑏𝑏� = 1.005 × 10−3 [Pa∙s]，𝜇𝜇𝑔𝑔� = 1.822 × 10−5 [Pa∙s]，𝜎𝜎� =

72.75 × 10−3 [N/m]，𝜃𝜃𝑠𝑠 = 30 [deg.]を与える．SG EoS の諸量や初期条件等，その他の設定は 5 章と

同様である． 

 図 C.1 に，単一気泡における，粘性及び表面張力を考慮した際と考慮しない際におけるマイクロ

ジェット速度の評価結果を示す．図より，粘性及び表面張力を考慮する場合としない場合でマイク

ロジェット速度に差が生じているとこが確認できる．このように，粘性と表面張力の有無は，定量

的な議論に影響を与えるものと考えられる． 

 図 C.2 に，粘性及び表面張力を考慮した場合における各気泡数におけるマイクロジェット速度の

評価結果を示す．図 C.2 より，気泡数が少ないほどジェット速度が速くなることが確認できるが，

この結果は 5 章の結果 (図 5.4)と同様である．即ち，粘性及び表面張力は定性的議論には影響がない

と考えられる． 

 以上の理由により，本研究では粘性及び表面張力を無視して数値解析を行うものとした． 
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図 C.1 単一気泡における粘性及び表面張力を考慮した際と考慮しない際におけるマイクロジェ

ット速度の評価結果．赤線で粘性及び表面張力を考慮した結果，緑線で粘性及び表面張力を考慮

しない場合の結果を示している． 
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図 C.2 粘性及び表面張力を考慮した場合における各気泡数におけるマイクロジェット速度の評

価結果．気泡が少ないほどマイクロジェットが速くなる結果は，5 章で行った粘性及び表面張力

を無視した場合の結果と同様の傾向である． 
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