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第1章 序論

1.1 本論文の概要
ソフトマターとは，液晶，生体膜，ゲルなどの柔らかい物質の総称である．これらは，しば
しば１次元または２次元の秩序構造をとり，外部刺激に対して協同的な特異応答，すなわち，
臨界挙動を示す．その中で，液晶はその秩序構造のために流動的性質と弾性的性質を併せ持ち，
ネマチック，コレステリック，スメクチック，コラムナーなどの様々な相を示す．特にスメク
チック液晶は，各層が 2次元の流体として振る舞う層状構造を持ち，その 1次元並進対称性から
様々な光学特性や機械特性を発現することができる．このため，ナノパターニング製造やディ
スプレイ，フォトニクス，半導体などのフレキシブル電子デバイスにおいて広く関心を集めて
いる [1–6]．
スメクチック液晶は，固体の結晶で見られるような 3次元の長距離の並進秩序がないが，局
所的な１次元並進秩序をもつ．その低次元秩序構造のために，スケールが大きくなるにつれ揺
らぎが発散する Landau-Peierls不安定性があり，長波長では秩序構造を保つことができない [7]．
ドメインサイズを規定する相関長 ξは約 ξ = 10 nm - 1 µm程度である．そのためにスメクチッ
ク液晶の弾性率は固体の弾性率よりも小さい．たとえば，金属のヤング率 [8]は 100 GPaのオー
ダーであるが，スメクチック液晶の圧縮弾性率 Bは B = 1 - 10 MPa [9–11] であり，金属に比べ
て弾性率が 4-5桁小さい．さらに，それを弾性体的，流体的に捉える描像自体が破綻する．弾
性率が揺らぎの波数ベクトルに依存し，小さい波数で対数発散し [12, 13]，応力-歪み関係が非線
形になる [14, 15]．また，励起された揺らぎにより粘性係数が発散する [16]．秩序変数は揺らぎと
非線形結合しているので，スメクチック液晶の弾性率および粘性率は，波数依存性だけでなく，
周波数依存性を持つ．すなわち，スメクチック液晶は臨界点で特異な粘弾性挙動を示す．さら
に，スメクチック液晶は機械的および熱的な摂動に対して敏感であるため，小さな外部刺激に
よりトポロジカル欠陥の生成を伴う不可逆的な座屈遷移を引き起こす [17]．圧縮歪みによって層
の曲率が臨界値に達すると，平坦相から座屈相への座屈転移が起き，さらに曲率が増して第 2
の臨界値に達するとラメラ構造は融解し，トポロジカル欠陥が発生する．したがって，特異な
粘弾性挙動や座屈不安定性のメカニズムを分子レベルで解明し，外部の力学的な振動や電界に
対する配向安定性の材料設計指針を与えることが重要である．
このように，スメクチック液晶の座屈遷移は，基礎物理学としてだけでなく，その光学的・機
械的特性を生かした合理的なデバイス設計のために重要である．特に微視的な視座からデバイ
ス設計のための粘弾性挙動を明らかにし，座屈遷移の際の液晶の配向安定性制御を行うことが
必要である．スメクチック液晶の特異粘弾性挙動や座屈遷移現象を微視的な観点取り扱う方法
として，粗視化分子動力学（Coarse-grained molecular dynamics，以下CGMDと呼ぶ）[18–21]は
分子構造を考慮しつつ 10 - 100 nm程度，1 µs程度の比較的大きな時空間スケールをカバーする
ことができる最適なシミュレーション方法である．しかし，液体と固体の間の性質を持つスメ
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クチック液晶は，分子間相互作用の微妙な差異がトポロジー欠陥形成挙動を左右し，既存の粗
視化力場（Coarse-grained力場，以下 CG力場）ではこれらの挙動を取り扱うことができない．
このため，本研究では機械学習に基づく多目的最適化により，計算コストの高い全原子MDか
ら的確なCG力場の獲得する．そして，最適化されたCG力場を用いてCGMDシミュレーショ
ンを行い，座屈時の粘弾性挙動が，周囲の外部刺激と非線形に結合して座屈時における特異な
粘弾性挙動を示すことを明らかにする．次に，分子の性質と連続体の定式化を結びつけるため
に，動的場理論 [22–25]を用いてスメクチック液晶の数理モデルを新たに構築する．さらに繰り
込み群 [26–29]を用いて，粗視化により失われた自由度を揺らぎとして捉え，CGMDで捉えた揺
らぎの影響を構成モデルの結合定数に繰り込んだスケーリングモデルを構築する．このCGMD
シミュレーションとスケーリングモデルからなる枠組みにより，実験で検証可能な低周波領域
から実験が不可能な高周波領域まで，分子構造を反映したスメクチック液晶の座屈特性を幅広
く評価することが可能になる．そして，開発したフレームワークを用いて，実際の分子構造を
反映したスメクチックの座屈現象に対して，特異粘弾性挙動やトポロジカル欠陥を伴う座屈不
安定性に対するメカニズム解明を行う．
本論文で明らかにする，このような外部刺激に対する配向安定性を制御する技術，特に高周
波領域における安定化技術は，新たな産業応用を可能にする．たとえば，スメクチック液晶を
用いた超音波や表面弾性波を用いた焦点可変液晶や触感機能付きディスプレイ，また，構造安
定なスメクチック微細構造を用いた異方性をもつ分子透過膜が実現できると考えられる．例え
ば，既往研究 [30]では，超音波振動を用いたネマチック液晶分子の配向方向制御技術を用いた
可変焦点液晶レンズが報告されている．ガラスに垂直配向した液晶を挟み，周辺に圧電リング
をもうけることで，圧電素子の超音波振動により液晶配向を垂直配向から変化させることによ
り，レンズの屈折率を変化させ可変焦点機能が実現されている．また，別の事例 [31]では，液
晶ポリマーが液晶の相転移前後で組織構造や応答性が急激に変化する性質を用いて，ドラッグ
デリバリーシステム（Drug delivery system,以下DDSと略す）などのメディカル分野への応用
が報告されている．両親媒性側鎖型液晶ポリマーからなる直径約 0.15 µmのミセルを水系媒体
中に形成すると，ミセルからの薬物模倣色素の放出はネマティック相では抑制されるが，等方
相では劇的に促進されることが報告されている．ネマチック-等方性相転移に伴う，熱や応力に
よる外的刺激に対する構造の応答変化が重要であることを示す事例である．このように超音波
振動などの新たな外部刺激による応答を制御し，配向不安定性を解消することにより，エレク
トロニクスやメディカル分野における新機能液晶の実現する可能性がある．以上で述べた本論
文の目的を Fig. 1.1にまとめる．
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Fig. 1.1. Purpose of this research.

1.2 本論文の構成と各章の内容
Fig. 1.2に従い本論文の構成と各章の内容を説明する．第 2章では，第 3, 4章のベースとなる

液晶の基礎的解説を行う．種々の形態をとる液晶相の構造を対称性の観点から説明したのち，そ
れらの対称性を特徴づける秩序変数を導入する．秩序変数により相転移を記述するメゾスケー
ル及び巨視的スケールの連続体モデルが記述される．連続体モデルは自発的対称性の破れの観
点から相転移を説明する．スメクチック液晶の平均場モデル（Landau-de Gennesモデル）は相
転移モデルと同一構造をもち，座屈遷移が臨界歪みを臨界点とする相転移と捉えられることを
説明する．さらに場の理論の基本的な用語の説明，繰り込み群変換，及び揺動散逸定理につい
て説明する．最後にスメクチック液晶の粘弾性特性の一般的な考察をし，従来モデルの課題を
述べる．これらを踏まえて第 4章で新しいスメクチック液晶の動的スケーリングモデルを展開
する．
第 3章では座屈を微視的に取り扱うためのCGMDシミュレーション用の粗視化（CG）力場

を導出する．導出には遺伝子的アルゴリズムによる Pareto集合に基づく多目的最適化法を用い
て，分子の細部を含みつつ，十分な精度で座屈特性を再現するスメクチック液晶の CG力場を
提供する．抽出された CGモデルは，トポロジカル欠陥の生成を伴う座屈変形を再現すること
に成功した．また，座屈により発生する転位の種類を制御するためには，分子の頭尾対称性が
支配的であることを示す．
第 4章では CGMDシミュレーションによるスメクチック液晶の微視的な座屈挙動解析につ
いて説明する．第 3章で説明する機械学習技術を用いて多目的最適化した CG力場を用いて，
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Fig. 1.2. Structure of the thesis and contents of each chapter.

CGMDによる座屈シミュレーションを行った結果，スメクチック液晶は，弾性と流体の両方の
性質を持つ特異的な粘弾性挙動が明らかになった．このような特異的な粘弾性的挙動は従来の
連続体理論では十分に考慮されていなかった．したがって，スメクチック液晶の特異粘弾性特
性を正確に再現するための変形理論の再構築が必要である．座屈により誘起された流動下にお
けるスメクチック液晶の挙動を記述する，揺らぎを含んだメゾスケールの粘弾性モデルを新た
に構築する．さらに繰り込み群変換により粘弾性モデルの結合定数にスケール依存性をもたせ，
メゾスケールから巨視的スケールまでの幅広い範囲でのモデル適用を可能にする．以上のよう
に，CGMDシミュレーションとスケーリング解析モデルを組み合わせることで，実験で確認で
きる低い周波数領域から，現在の実験では到達できない高い周波数領域までの広い範囲で，分
子構造を反映したスメクチック液晶の座屈特性を推定することが可能となることを述べる．第
5章でまとめを述べる．
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第2章 液晶相の基礎理論，及びその粗視化
手法

2.1 第2章の概要
第 2章では，第 3, 4章のベースとなる液晶及び場の理論の基礎的解説を行う．種々の形態を
とる液晶相の構造を対称性の観点から説明したのち，それらの対称性を特徴づける秩序変数を
導入する．秩序変数により相転移を記述するメゾスケール及び巨視的スケールの連続体モデル
が記述される．連続体モデルは自発的対称性の破れの観点から相転移を説明する．スメクチッ
ク液晶の平均場モデル（Landau-de Gennesモデル）は相転移モデルと同一の構造をもち，座屈
遷移が臨界歪みを臨界点とする相転移と捉えられることを説明する．
本研究の目的は，上記平均場モデルを超えて，微視的な視座からCGMDシミュレーションの
結果を揺らぎ・流動場を考慮したメゾスケール連続体モデルに接続することにあるが，このた
めには，統計力学に立脚した確固たるフレームワークが必要である．このようなフレームワー
クの成功例である（弱結合の）固体電子系及び相転移モデルを参考にして，揺らぎを考慮した
メゾスケールモデルを微視的スケールと巨視的スケールに接続するためのフレームワークを説
明する．具体的にはフレームワークに用いる，揺らぎを扱う場の理論の基本用語・繰り込み群
変換・応答理論（揺動散逸定理）を説明する．最後にスメクチック液晶の特異な粘弾性挙動を
応答理論を用いて記述し，現象論による定性的な理解を目指すとともに，本研究において克服
すべき課題について述べる．

2.2 液晶相
液晶は棒状分子やバナナ型分子などからなり，温度などの系の環境により異方性を有する様々な
相構造をとる．例えば，Fig. 2.1 (a)に典型的な棒状液晶分子である4’-octyl-4-biphenylcarbonitrile,
いわゆる 8CBの分子構造を示す．8CB液晶分子はベンゼン環からなる剛直部とアルキル基など
の側鎖部からなる棒状分子から構成される．周辺環境の温度に応じて Fig. 2.1 (b)に示すように，
低温ではスメクチック相をとり，転移点 TA = 33.5 C◦付近でネマチック相に転移する．そして，
転移点 TN = 40.8 C◦付近で等方相に相転移する．ここで，等方相とは液晶分子の重心や分子の
長軸方向がランダムな状態をいう．ネマチック相とは，重心はランダムだが分子の長軸方向が
そろっている相をいう．また，層構造をとり分子の長軸方向が層の法線方向にあるものをスメ
クチック相，特に Sm-A相という．スメクチック相は分子の重心は 1次元の並進対称性を有し
弾性体的な傾向を示すが，層の面内方向はランダムに分布し流体的な傾向を示す．以上のよう
に液晶は，対称性によって特徴付けられる異なる相を示すが，並進対称性や回転対称性を表す
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Fig. 2.1. Liquid crystal molecules and their various phases: (a) the molecular structure of 8CB, (b) the structures
of smectic, nematic and isotropic phases, and (c) the undulation of smectic cells. The rotational order parameter
n and the translation order parameter u are also shown in the figures.

秩序変数により分類することができる．また，秩序変数を変数として系の自由エネルギーを表
すことにより相転移を含む系の力学的・熱力学的挙動を表すことができる．

2.2.1 液晶相の秩序変数
ネマチック相

ネマチック液晶は相転移点で高秩序相の等方相から低秩序相のネマチック相に相転移する．等
方相は高い回転対称性を持ち，どの軸の回転に対しても不変である．一方，ネマチック相は回転
対称性が低い．ネマチック相は回転対称性が低く，分子が整列している特定の軸に沿った回転に
対してのみ不変である．この特定の軸は，以下で示す頭尾対称性を持つ単位ベクトル（n = −n）
であるダイレクタ nで表すことができる．Fig 2.1 (b)にダイレクタ nを付記している．今，ダ
イレクタ nを定義するため，ネマチック相の配向秩序テンソルQを次のように導入する．

Q = 〈d ⊗ d − 1
3
I〉 = S

(
n⊗ n− 1

3
I
)
. (2.1)

ここで，〈x〉は xのアンサンブル平均を表し, dは分子の主軸を表す．異方性の強さを表すスカ
ラー配向秩序パラメータ S は，この配向秩序テンソルQの最大固有値から求められ，対応する
固有ベクトルからダイレクタ nが算出される．ダイレクタ nは |n| = 1で規格化される．
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スメクチック液晶

スメクチック相は，2次元の液体が積み重なったラメラ構造をしており，並進対称性は 1次元
である．最も単純なスメクチック相は Sm-A相であり，ダイレクタ nは層に対して垂直である．
スメクチック構造は，Fig. 2.1 (c)のように，1次元で周期的であるため，波数 q1 = 2π/aの正弦
波密度波 ρ(r)で特徴づけられる．ここで，aは層間間隔，zは層法線方向の座標，すなわち，ダ
イレクター nに沿った方向の座標とする．この時，スメクチック相の密度分布は次のように表
される．

ρ (r) = ρ0 + ρ1 cos
[
q1 (n · r − u (r))

]
. (2.2)

ここで uは Euler変位を表し，平坦な状態からの揺らぎによる変位量に相当し，Fig 2.1 (c)に図
示する．また，ダイレクタ nと z軸のなす角を θとすると，θ = ∂u/∂xである．従って，スメク
チック相の秩序変数は，層の変位量である uで記述される．

2.2.2 トポロジカル欠陥

Fig. 2.2. Topological defects of smectic liquid crystals: (a) ±1/2 disclinations, (b) the schematic of a dipole
disclination pair around a dislocation, and (c) the schematic of a dislocation without disclinations.

次に，スメクチック液晶のトポロジカル欠陥について説明する．層が圧縮され座屈が起きる
と，スメクチック層は秩序変数 uやダイレクタ n = ∂u/∂xの値が異なる複数のサブドメイン
に分かれるが，さらに座屈が進むとそのドメイン境界で配向のずれが生じ，Fig 2.2のような
トポロジカル欠陥が発生する．スメクチック液晶の欠陥には，並進対称性の破れによる転位
（dislocation）と回転対称性の破れによるディスクリネーション（disclination，または回位）の
2種類がある．これらの欠陥は，転位はm，ディスクリネーションは lのトポロジカル電荷で分
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類され，m =
∮
C
∇u · dr̂,及び　 l =

∮
C
∇θ · dr̂と定義される．ここで Cは欠陥周りの閉ループであ

り， r̂ = r/|r|である．転位のmはループのBurgersベクトルに対応する整数値であり，転位の l
は配向秩序変数空間が半球または半円であることから半整数値となる．異なるトポロジカル電
荷を持つ欠陥は互いに交換できない．したがって，トポロジカル電荷がゼロの欠陥のない状態
には遷移できない．Fig. 2.2はトポロジカル欠陥の例を表しており，(a)は l = 1/2及び l = −1/2
のディスクリネーションを示している．また，（b）は l = ±1/2のディスクリネーション対を伴う
Burgersベクトルm = 2の転位を示しており，（c）はディスクリネーション対を伴わないBurgers
ベクトルm = 1の転位を示している．

2.3 自発的対称性の破れ機構をもつ相転移モデルと液晶の座屈遷
移モデル

上記のように液晶は温度によって臨界点を境に異なる相に相転移を起こすが，これらは以下
で示す自発的対称性の破れで説明される．また，液晶は誘電異方性をもつため，電界を基板に
垂直に印加すると閾値電界 Ec以上でダイレクタが基板に水平な方向から垂直な方向へと応答す
る．この現象もある閾値を境に自発的対称性が破れる現象であり，１種の相転移と捉えること
ができる．また，座屈遷移においても，ある臨界歪み sc以上で平坦な状態から座屈状態へと遷
移して自発的対称性が破れる相転移とみなすことが可能である．以下，自発的対称性について
説明し，その汎用モデルである Landauモデルを説明する．次に，Landauモデルをスメクチッ
ク液晶に応用した Landau-de Gennes（LdG）モデルを説明する．

2.3.1 自発的対称性の破れ
前節のように液晶は温度の変化により等方相からネマチック相へ，さらにスメクチック相へ
と相転移を起こす．この相転移は系の対称性が自発的に破れ，高秩序相から低秩序相へと遷移
する状態と捉えることができる．自発的対称性の破れは以下のように定義される．すなわち，秩
序変数を ϕとした時，高秩序相と低秩序相は同じ作用 S [ϕ(x)]（または自由エネルギー F[ϕ(x)]）
で記述され，作用 S [ϕ(x)]は大域変換 R : ϕ[x] → Rϕ[x]に対して対称性を有する．それにもか
かわらず，高対称相の基底状態は上記大域変換に対し対称性 Rϕ[x] = ϕ[x]を有している一方で，
低対称相の基底状態は対称性が破れてRϕ[x] , ϕ[x]となることをいう．これを Fig. 2.3を用いて
具体的に説明する．スピンが一列に並んで垂直に立っている状態を考える．スピンと平行な方
向を z軸，それと直交する方向を x軸とし，z軸方向に微弱な磁場がかかっているとする．また，
スピンと垂直軸からのなす角を ϕとする．この時，Fig. 2.3 (a)の一列に垂直に立っている状態
が基底状態であり，その自由エネルギーは下に凹の放物線形状をとり．ϕ = 0の緑丸の状態が基
底状態である．今，両端のスピンに対し中央に向かって x軸に平行に応力を印加する．応力を
増やしていくとスピンは畝り，臨界応力以上で Fig. 2.3 (b)の状態に遷移する．自由エネルギー
は ϕ = ±ϕ0 , 0に下に凹のダブルピークをもつ形状となり，ϕ = ±ϕ0 （青丸の状態と赤丸の状
態）の２状態が基底状態として縮退している．このためスピンは ϕ = ϕ0のドメインと ϕ = −ϕ0
のドメインに分離する．このドメインの長さを相関長 ξと呼ぶ．以上を具体的に Landau理論
を用い，自由エネルギーが対称性を持っているにもかかわらず，その基底状態の対称性が破れ
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Fig. 2.3. Collective behaviors of spins representing spontaneous symmetry breaking: (a) the schematic of
homogenous spin states and its free energy in the high-symmetry phase, and (b) the schematic of spin-wave
states and its free energy in the low-symmetry phase. The colored circles represent the ground states in each
phase, and ξ is the correlation length i.e., the domain size.

ることを説明する．このモデルは平均場近似によるスメクチック液晶の座屈モデルのベースと
なる．
Landau理論は，自由エネルギーの結合定数を以下のように定めることで，秩序変数の対称性
が自発的に破れて相転移現象が創発することを汎用的に説明するミニマム平均場理論である．
Landau理論の自由エネルギーは以下で表される．

F
[
ϕ
]
=

1
2
D (∇ϕ)2 + 1

2
rϕ2 +

1
4!
λϕ4 − hϕ, (2.3)

r = a (τ − τc) .

D，r, λは結合定数であり，τおよび hは制御変数である．平均場理論であるため，揺らぎの効
果は考慮されない．上記の例では，hは ϕをスピンの局所的なアンサンブル平均である磁性M
とした時の磁場Hであり，τは左右から印加する応力である．τcはスピンが畝り形状に遷移す
る際の臨界応力である．Eq. 2.3の ϕ = −ϕのZ2対称性を有する自由エネルギーをもつモデルが，
制御変数 τにより基底状態が自発的に対称性が破ることを示す．簡単のため，∇ϕ = 0の一様状
態を仮定し，h = 0とする．この時，系のとりうる秩序変数 ϕ̄は δF/δϕ = 0より，

rϕ̄ +
λ

6
ϕ̄3 − D∇2ϕ̄ = 0, (2.4)

で与えられる．ここでD∇2ϕ̄ = 0である．Eq. 2.4は τ ≥ τcでは ϕ̄ = 0を安定解としてもち，τ < τc
では

ϕ̄ = ±ϕ0 = ± (6|r|/λ)1/2 ∝ |τ − τc|1/2, (2.5)

を安定解にもつ．これらはそれぞれ，Fig. 2.3の (a)及び (b)に示す基底状態に対応する．
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次に，τ ≥ τcの基底状態はZ2対称性を破らないのに対し，τ < τcの基底状態はZ2対称性を破
ることを説明する．τ ≥ τcの場合，空間的に一様な基底状態は ϕ̄ = 0であるから，基底状態か
らの変位 ϕ(x) = ϕ̄ + ρ(x)を ϕ̄ = 0で展開した場合に，ρ(x)の満たす自由エネルギーは Eq. 2.3の
ままである．h = 0のため，ρの奇数次項はなく，自由エネルギー Fは Z2対称性を満たす．一
方，τ < τcの場合の基底状態は ϕ̄ = ±ϕ0である．このため，ϕ(x) = ±ϕ0 + ρ(x)を ϕ̄ = ±ϕ0におい
て展開すると

F[ρ(x)] = F0[ϕ0] +
1
2
λϕ20
3
ρ2 +

λϕ0
6
ρ3 +

λ

4!
ρ4, (2.6)

となり，ρの奇数次項が現れる．このため，Z2対称性が破れる．すなわち，元の自由エネルギー
Fは対称性を有しているにも関わらず，基底状態が ϕ̄ = ±ϕ0となり ϕ̄ = 0からずれるために基
底状態の周りで展開した自由エネルギーは Z2対称性をもたないことがわかる．
さらに，用語の定義を兼ねて，共役場 hに関する感受率 χ，Green関数G，相関長 ξを求める．

τ ≥ τcの高秩序相を考える．基底状態 ϕ = ϕ̄ = 0において，δhの摂動を与えた時，基底状態か
ら ϕ̄→ ϕ̄ + δϕに変化するとする．この時，変位 δϕは Eq. 2.3で ϕの変分を ϕ = ϕ̄においてとる
ことで， (

r +
1
2
λϕ̄2 − D∇2

)
δϕ = δh, (2.7)

で与えられる．Eq. 2.7のGreen関数G (r)は，(
r +

1
2
λϕ̄2 − D∇2

)
G (r) = δ (r) , (2.8)

を満たす．δ (r)はDiracの δ関数である．この解は，

G (r) =
1

4πD
exp(−r/ξ)

r
, (2.9)

ξ = (Dχ)1/2 ,

である．ここで ξは δ (r)の変動が及ぼすドメインの距離を定め，相関長という．χは hに対す
る感受率であり，

χ =
1

r + λϕ̄2/2
, (2.10)

で表される．ϕ̄ ≈ 0の時，相関長 ξは

ξ = 1/r = |τ − τc|−1/2 , (2.11)

であり，転移点 τcに近づくにつれ発散する．すなわち，転移点 τ = τcにおいて相転移を起こす
ことがわかる．また，後述する（第１種）揺動散逸定理から

δϕ (r) =
∫

r∈V
ddr′ 〈δϕδϕ〉 δh, (2.12)

であるから，G (r) = 〈δϕ (r) δϕ (0)〉となり，Green関数G (r)は系の静的相関関数を表す．相関関
数の Fourier関数 G̃ (q)は

G̃ (q) =
1
D

1
q2 + ξ−2

≈ 1
Dq2 + r

≡ G̃0, (2.13)

となる．第 3式は ϕ̄ ≈ 0の時の近似である．G̃0を伝搬関数（propagator）とも呼ぶ．
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2.3.2 液晶の座屈遷移モデル（Landau-de Gennes平均場理論）
既往研究事例 [32–34]で議論されているスメクチック液晶の座屈遷移の従来のモデル (Landau-de

Gennesモデル，以下 LdGともいう）を説明する．簡単のために，2次元の xz空間に埋め込ま
れたスメクチックセルを考える．以下では，簡単のために系を 2次元で定義する．初期配置の
セルは {(x, z) | x ∈ [−Lx/2, Lx/2], z ∈ [−Lz/2, Lz/2]}の周期ボックス内に置かれ，その中心は座標
の原点にある．層の法線方向は z軸に沿い，横方向は x軸に沿う．このセルを z方向に伸ばし
たり，x方向に圧縮したりすると，層厚 aを一定に保つための臨界ひずみ sc において平坦相か
ら座屈相に遷移する．r = (x, z)における初期形状からの変位 uを u = (ux(x, z), uz(x, z))と定義す
る．面外変位 uzをスメクチック液晶の秩序変数と定義すると，平衡状態におけるスメクチック
液晶の従来の自由エネルギー Fは次式で与えられる．

F =
1
V

∫ Lz/2

−Lz/2
dz

∫ Lx/2

−Lx/2
dx f , (2.14)

f =
1
2
B⊥

∂uz
∂z
− 1
2

(
∂uz
∂x

)22 + 1
2
K

(
∂2uz
∂x2

)2
,

ここで f は自由エネルギー密度であり，B⊥は層に垂直方向の圧縮弾性率であり, Kは曲げ弾性
率であり，V = LxLzは系の体積である．層法線方向の圧縮弾性エネルギーを表す第一項では,
∂uz/∂zの代わりに uzz = ∂uz/∂z − 1/2 (∂uz/∂x)2が用いられている. これは uzzが層のグローバル
な回転に対して不変であるためである．層を流体膜と見立てた式 4.4では，面内変位 uxは通常，
無視される．しかし，CGMDの結果を再現するためには，高いひずみ率で x方向に圧縮したと
きに層が座屈するように面内変位 uxを考慮する必要がある．ここでは，面内ひずみの対角成分
の平均値 〈∂ux/∂x〉のみを考慮し，せん断成分は無視することとする．以下では，セルが x方向
にひずみ sx = 〈∂ux/∂x〉 = −sで圧縮される場合について考える．このとき，面内弾性エネルギー
f‖ は

f‖ =
1
2
B‖

−s + 1
2

(
∂uz
∂x

)22 . (2.15)

ここで B‖ は層に沿った圧縮弾性率である．z方向の平均ひずみ sz は

sz =
〈
∂uz
∂z

〉
= −ν

〈
∂ux
∂x

〉
= νs, (2.16)

と表され，νは Poisson比である．非圧縮条件より，以下 ν = 1とする．この平均ひずみ sz = s
を用いると，z方向の変位 uz は次式で与えられる．

uz (x, z) = sz + u (x, z) . (2.17)

uzは平均歪み szを除いた局所的な面外変位である．この時，自由エネルギー密度 f は次のよう
に記述される．

f =
1
2
B⊥s2 +

1
2
B⊥

∂u
∂z
− 1
2

(
∂u
∂x

)22 (2.18)

+
1
2
K

(
∂2u
∂x2

)2
− 1
2
∆

(
∂u
∂x

)2
+ f‖,

∆ = 2B⊥s.
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以下では，B⊥ � B‖を仮定して， f‖を省略し，B⊥を Bと表記する．Eq. 2.18の自由エネルギー
は ∂u/∂z ∼ θ0として定数とし ∂u/∂x = θと層角度で表すと、Landauモデルとなる．このため座
屈遷移は自発的対称性の破れた相転移であり，LdGモデルは平坦相から座屈相への相転移を記
述するモデルとみなすことができる．
Eq. 2.18の自由エネルギーを最小化することで，臨界座屈遷移に対する平均場理論の Euler-

Lagrange方程式を得ることができる．この方程式は次のように与えられる．

g = gL + gNL = 0, (2.19)

gL = B
∂2u
∂z2
− K

∂4u
∂x4
− ∆∂

2u
∂x2

,

gNL = −B
∂u
∂z

(
∂2u
∂x2

)
− 3
2

(
∂u
∂x

)2
∂2u
∂x2

 .
ここで，gは一般化された熱力学的力場密度であり，gLはその線形項であり，gNLはその非線形
項である．Euler-Lagrange方程式を解くと，臨界ひずみ scと臨界ひずみでの波数ベクトル (qc,kc)
が次のように得られる．

sc = 2kcλ, (2.20)

kc =
π

Lz
, λ =

√
K
B
, qc =

√
kc
λ
.

さらに，座屈相では，秩序変数は uq,kは

ũq,k ∼
√
|s − sc|q−1. (2.21)

と近似される．対応する層角度 θ = −∂u/∂xは

θ ∼ θ0 tanh
[
x
ξint

]
, (2.22)

θ0 ∼
√
|s − sc|,

ξint =
2λ
θ0
,

で表される．ここで，ここで，θ = ±θ0は各領域の平均層角度，ξint はシェブロン頂点部の領域
境界の幅である．

2.4 揺らぎを考慮したメゾスケールモデルの構築手法
上記で説明した Landau-de Gennes（LdG）モデルは平均場近似を用いており，揺らぎを考慮
しない．ソフトマターであるスメクチック液晶は揺らぎを大きく，座屈時の粘弾性特性を表現
するには揺らぎの効果を取り入れる必要がある．このために微視的な視座から分子の特徴を踏
まえてCGMDシミュレーションを実施し，これらの情報を集約し系の特徴を捉えたメゾスケー
ルモデルを作成する．微視的なCGMDのトラジェクトリーから特徴量を抽出したメゾスケール
モデルを構築し，巨視的な現象論的モデルと接続するには，統計力学に立脚したフレームワー
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クが必要である．本節ではこのようなフレームワークの成功例である（弱結合の）固体電子系
及び相転移モデルを参考として用い，揺らぎを考慮したメゾスケールモデルを微視的モデルと
巨視的モデルに接続するためのフレームワークを説明する．
Fig. 2.4はスメクチック粘弾性モデル・固体電子系モデル・汎用相転移モデルに関する，微視
的スケール・メゾスケール・巨視的スケールでのそれぞれの理論，及びそれらの関係性を示し
ている．本研究で検討するスメクチックモデルでは微視的モデルが第 3章で説明するCGMDモ
デルであり，メゾスケールモデルが第 4章で説明する流動や揺らぎを考慮した粘弾性モデルで
ある．これらは結合定数や感受率にスケール効果をくり込むことで前節の LdGモデルと接続さ
れる．固体電子系では，生成・消滅演算子 ĉ†, ĉを変数として微視的なHamiltonianを構築し，生
成・消滅演算子の期待値である準粒子密度 n =

〈
ĉ†ĉ

〉
を変数にもつメゾスケールの密度汎関数

自由エネルギー F[n(r)]を構築し，揺動散逸定理などを併用しながら基底状態及び励起状態を
調べる．弱結合であるため，電子-電子相互作用を摂動展開することで自由エネルギーやGreen
関数を求め，感受率等の物理量を計算し，巨視的なモデルである Fermi気体・流体モデルと接
続することが可能となる．摂動が弱結合であり微視的な周期性を活用して比較的容易に巨視的
モデルと接続できることから，極めて精密な物性予測が可能な成功例といえる．電子-電子相互
作用やスピン-スピン相互作用が強結合になると，相転移を起こし，臨界点付近では相互作用を
摂動として扱うことができないため，取り扱いが難しくなる．相転移を扱う汎用モデルとして，
Isingモデル（微視的スケール） - ϕ4モデル（メゾスケール） - Landau平均場モデル（巨視的ス
ケール）を取り上げる．この相転移汎用モデルでは離散的な Isingモデルの変数 S を連続的な
秩序変数 ϕにその局所的な期待値をとることで変数変換し分配関数 Zを構成し，汎関数自由エ
ネルギー F[ϕ(r)]を汎関数積分で表す．これをループ展開することで補正項である自己エネル
ギーや頂点関数を得るが，非線形性が強いために更なる高次摂動展開を行っても精度を高める
ことができない．また，非線形性起因のモード結合が微視的なスケールからメゾスケールにま
で及ぶ．従って，低次のループ展開の後に繰り込み群変換を用い，非線形な揺らぎの影響を自
由エネルギーの結合定数にくり込む．結合定数にスケール依存性を持たせることで，自由エネ
ルギーの汎関数微分である Euler-Lagrange方程式を解く従来の手法で揺らぎを含んだ系の挙動
を解析することができる.
以下，各ステップにおける手法を相転移モデルや固体電子系モデルを用いて説明し，スメク
チック液晶の座屈粘弾性メゾスケールモデルの構築及びそのスケーリングの基礎とする．また，
揺動散逸定理を用いてスメクチック液晶の粘弾性特性を，固体電子モデルにおける誘電率や導
電率と比較することで，その定式化の導入を行う．

2.4.1 微視的モデルからメゾスケールモデルへの粗視化手法
2.4.1.1 微視的モデルの粗視化変数変換

微視的な系での物理量 ϕ̂で記述される微視的Hamiltonian Ĥ[ϕ̂]や CGMDにより計算された
トラジェクトリからメゾスケールの作用 S[ϕ]，及びその変数となる秩序変数 ϕを求める．スメ
クチックモデルの場合は，微視的な系での物理量は，分子の長軸方向 dやCG粒子の重心座標 R̂
であり，メゾスケールでの秩序変数はそれらのアンサンブル平均であるダイレクタ n及び応力
を引加した場合の層の平衡状態からの層の垂直方向の変位量 uとなる．相転移モデルでは，微
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Fig. 2.4. Coarse-graining procedure from microscopic model to mesoscale and macro-scale models.

視的な系での物理量は，スピン ϕ̂ = ŝであり，メゾスケールでの秩序変数はそのアンサンブル
平均 ϕ =

〈
ϕ̂
〉
である．

以下，相転移モデルで説明を行う．微視的な系のHamiltonianは Isingモデルであり，

Ĥ[ŝ] = −
∑
〈i j〉

siCi js j − h
N∑
i=1

si, (2.23)

で表される．ここでサイト数を Nとして i番目のサイト毎に {1,−1}の状態をとるスピン si ∈ ŝ
を持つ．〈i, j〉は隣り合うサイトペアを表す．Ci jは結合定数であり，hは ŝの共役な一般化力で
あり磁場に相当する．分布関数 ρ̂はカノニカル分布を用いて

ρ̂ = Z−1 exp
(
−Ĥ

)
, (2.24)

である．kBをBoltzmann定数，T を絶対温度として，1/(kBT ) = 1とした．Zは分配関数であり，

Z = Tr
[
exp

(
−Ĥ

)]
, (2.25)

で表される．ここで Trは全サイトのスピン集合 {ŝ}に関する全ての組み合わせの和をとること
を表す．秩序変数 ϕ(r)に粗視化変換するため，スピン ŝの局所的なアンサンブル平均をとる．
アンサンブル平均は

ϕ[r] = 〈ŝ〉 (2.26)

= Tr
[
ρ̂ŝ

]
,

で与えられる．また，メゾスケールに変換した系の作用 S[ϕ(r)]は秩序変数 ϕ(r)を変数として
Hubbard-Stratonovich変換 [35]を行い，以下で記述される．

S [
ϕ
]
=

∫
r∈Vd

ddr ×
[
1
2
D (∇ϕ)2 + 1

2
rϕ2 +

1
4!
λϕ4 − Jϕ

]
. (2.27)
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ここで，dは空間次元であり，D, r, λは結合定数である．また，外場 hの代わりに ϕの共役で
ある一般化力 Jとした．以上により微視的な系の離散的な変数が連続的な秩序変数への変換さ
れ，メゾスケールでの系の作用が得られた．

2.4.1.2 メゾスケールモデルの自由エネルギー汎関数の構築

次にメゾスケールモデルの自由エネルギー F[ϕ]を導出し，合わせて伝搬関数（あるいは 2点
相関関数，Green関数ともいう），自己エネルギー，頂点関数，摂動展開について述べ，揺らぎ
の影響が自己エネルギーや頂点関数を用いて自由エネルギーに組み込むことができることを説
明する．第 4章で説明されるスメクチック粘弾性モデルの自由エネルギーは以上の自己エネル
ギーや頂点関数を用いて記述され，流動や揺らぎの効果が組み込まれる．

相関関数（Green関数） メゾスケールの作用 Sは微視的モデルの Hamiltonian Ĥ に相当する
ので，分布関数 ρ，分配関数 Z，及び物理量 Aのアンサンブル平均 〈A〉はカノニカル分布を用
いて

ρ[ϕ] = Z[0]−1 exp (−S) , (2.28)

Z[J] = Tr
[
exp (−S)] ,

〈A〉 = Tr
[
ρA

]
,

で与えられる．ここで Z[0] = Z[J = 0]とした．また，Trは汎関数積分で，ϕのとりうる全ての
配位数の配位 ϕ j = ϕ[r j] ( j = 1 . . .N )に対して

Tr =
N∏
i=1

∫ ∞

−∞
dϕi ≡

∫
Dϕ, (2.29)

と総和をとることを表す．
また n点キュムラント相関関数 〈ϕ(r1) · · · ϕ(rn)〉cは分配関数 Zを n回分 Jに関して変分をとる

ことにより，

〈ϕ(r1) · · · ϕ(rn)〉c =
δ

δJ(r1)
· · · 1

δJ(rn)
Z[J]
Z[0]

∣∣∣∣∣
J=0
, (2.30)

で与えられる．特に 2点キュミュラント相関関数を伝搬関数又はGreen関数と呼び，

G(r) = 〈ϕ(r)ϕ(0)〉c (2.31)

=
〈
ϕ(r)ϕ(0)

〉 − 〈
ϕ(r)

〉〈
ϕ(0)

〉
,

で定義される．〈 · 〉はアンサンブル平均である．
Gauss模型 Eq. 2.27において外場 J = 0で ϕ4の結合定数を λ = 0としたGauss模型を考える．
すなわち，外場もなく相互作用もない模型のため，その伝搬関数G0(r)を自由な伝搬関数と呼
ぶ．その Fourier変換は

G̃0(k) =
1

Dk2 + r
, (2.32)
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Fig. 2.5. Incorporation of fluctuation effects into the free energy: (a) the mean and fluctuation of the order
parameter ϕ(x), and (b) the loop expansion of its free energy with the corresponding fluctuation correction.

で与えられる．これは Eq. 2.13に一致し，逆 Fourier変換することで Eq. 2.9，すなわち，

G0 (r) =
1

4πD
exp(−r/ξ)

r
, (2.33)

を再現する．また，作用Sは Fourier空間上で

S =
∫
k∈Ω

ddk
(2π)d

× ϕ̃†kG̃
−1
0 ϕ̃k, (2.34)

となる．ϕ̃†kは ϕ̃kのHermite共役である．また，分配関数は，

Z[J = 0] =
∫

Dϕ × exp
[∫

k∈Ω

ddk
(2π)d

ϕ̃†kG̃
−1
0 ϕ̃k

]
(2.35)

∼ [
det

(
G0

)]1/2
,

となる．すなわち，Gauss系の分配関数Zは，基底状態ϕ = 0とした時の関数ϕを生成するGauss
過程 ϕ ∼ GP(0,G−1)の生成母関数に他ならず，揺らぎが短距離相関しかもたない．また，分配
関数 Zは ϕの汎関数積分が可解で ϕに依存しない．

自由エネルギー（有効作用） 次に外場 J , 0で以下で定義する相互作用項 Vすなわち ϕ4の結
合定数が λ , 0の場合を考える．

V =
1
4!
λϕ4. (2.36)

この場合，分配関数Zは可解ではないため，作用Sを摂動展開して，Zの汎関数積分を実行する必
要がある．この場合の基底状態はδS /δϕ = 0の解であり，ϕ = ϕ0[r]とする．次にϕ[r] = ϕ0[r]+ψ[r]
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とし，作用Sを ϕ0の周りで以下のように摂動展開する．

S = S0 +
1
2

∫
r∈Vd

ddr
∫

r∈Vd

ddr′ ψ†(r)Ξ(r, r′)ψ(r′), (2.37)

となる． ψ†(r)は ψ(r′)のHermite共役を表す．ここで， S0及び Ξは

S0 = S[ϕ0] −
∫

r∈Vd

ddr Jϕ0, (2.38)

Ξ(r, r′) =
δ2S

[
ϕ
]

δϕ(r)δϕ(r′)
∣∣∣
ϕ=ϕ0

=

(
D∇2 + r

2!
+

δ2V
[
ϕ
]

δϕ(r)δϕ(r′)

∣∣∣∣∣
ϕ=ϕ0

)
δd(r − r′),

で表される．
自由エネルギー F

[
ϕ0

]は
F

[
ϕ0

]
= − logZ, (2.39)

Z =

∫
Dψ × exp (−S [

ψ
])
,

で与えられるが，場の理論の有効作用のループ展開を用いると，Eq. 2.37を摂動展開できる．最
終的に，実効的な自由エネルギー（有効作用）F

[
ϕ0

]は 1ループ近似のみを表すと

F
[
ϕ0

]
= S 0

[
ϕ0

] − (2.40)∫
r∈Vd

ddr
∞∑
n=1

(−1)n
2n

∫
k1···kn∈Ωd

ddk1 · · · ddkn [(G0(k1)X) · · · (G0(kn)X)] ,

X =
δ2V
δϕδϕ

∣∣∣
ϕ=ϕ0
=

1
2
λϕ20,

S0 =

∫
r∈Vd

ddr ×
[
1
2
D (∇ϕ0)2 +

1
2
rϕ20 +

1
4!
λϕ40

]
−

∫
r∈Vd

ddr Jϕ0,

で与えられる．Eq. 2.40の第 1項は平均場近似の Landau自由エネルギーに相当する．第 2項は
揺らぎによる補正項である．非線形項 (1/4!) λϕ4のために，自由エネルギーに揺らぎの効果を
表す補正項が必要となる．実際の計算は Feynmanダイアグラムを活用して行われる．以上の有
効作用のループ展開は揺らぎを考慮しない平均場近似の解 ϕ0の周りで ϕ = ϕ0 +ψと展開するこ
とで行なった．後述するWilsonの元の論文で記載された繰り込み群では，秩序変数 ϕを速い揺
らぎ ϕ>と遅い揺らぎ ϕ<に分けて ϕ = ϕ> + ϕ<として速い揺らぎを粗視化するが，上記は本質的
に同じことを実行しているといえる．すなわち，第 2項が揺らぎ成分を粗視化して揺らぎによ
る自由エネルギー成分を求めていることになる．そのため，第 2項に繰り込み変換を実行すれ
ばWilsonの繰り込み群変換そのものである．

自己エネルギー，頂点関数 以下，改めて ϕ0を ϕと記す．Eq, 2.40の自由エネルギー F[ϕ]を

F[ϕ] =
∫

r∈Vd

ddr ×
∞∑
n=1

Γ(n)ϕn, (2.41)

Γ(n) = Γ
(n)
0 + Γ

(n)
1 + · · · ,
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と表し，Γ(n)を n点頂点関数と呼ぶ．第 2式はループ次数により頂点関数を摂動展開している．
特に，

Γ
(2)
0 G0 = 1, (2.42)

が成り立ち，また，頂点関数の定義から，

G−1 = G−10 + Σ, (2.43)

Σ = Γ(2),

が成り立つ．Σを自己エネルギーと呼び，質量項の結合定数 rの補正項となる．
ϕ4モデルの結合定数を揺らぎ補正を具体的に求める．2点頂点関数 Γ(2)

∣∣∣
q=0から結合定数 rの

非線形揺らぎによる補正は

r + δr = r +
λ

2

∫
p∈Ṽd

dd p
(2π)d

(
1

r + p2

)
, (2.44)

で与えられる．λ が場の理論の Feynman ダイアグラム表示における頂点マトリクスであり，
1/

(
r + p2

)
が伝搬関数（propagator）に対応する．対称化因子が 1/2である．また，4点頂点関

数 Γ(4)
∣∣∣
q=0から結合定数 λの非線形揺らぎの補正は

λ + δλ = λ − 3
2
λ2

∫
p∈Ṽd

dd p
(2π)d

(
1

r + p2

)2
, (2.45)

で与えられる．λ2が頂点マトリクスで，4本の外線の組み合わせに対応して対称化因子は 3 ×
(−1/2) = −3/2であり，伝搬関数は同じである．以上で第 1ステップの 1ループ展開による結合
定数の補正の摂動項が得られた．

2.4.2 繰り込み群変換による巨視的モデルへの接続
前節で Eq. 2.40の非線形項による揺らぎの効果を取り入れることが出来たが，臨界点付近で
は r � δrの妥当性が保証されず，摂動は妥当ではない．このため，本節ではWilsonの繰り込
み群の方法 [26] についてのフレームワークをまとめ，メゾスケールの低エネルギー有効モデル
を構築する手法を説明する．これにより，結合定数にスケーリング依存性をもたすことができ，
CGMDを再現する解析モデルから，広い領域の長波数・低周波数で成り立つ低エネルギー有効
モデルの構築が可能となる．まず，繰り込み群変換の概要を説明し，次に具体的な ϕ4モデルに
繰り込み群の方法を適用する．尚，Wilsonの繰り込み群の説明には既往文献 [35]を参考にした．

繰り込み群変換による ϕ4モデルのスケーリング関係

CGMDや Isingモデルなど微視的観点から得た物理量を記述する微視的な領域で成り立つ短
波数の高エネルギーのモデルの作用を，

S [ϕ] =
N∑
α=1

KαOα

[
ϕ (r)

]
, (2.46)

r ∈ Vd,
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Fig. 2.6. Scale transformation by the renormalization group procedure.

で表す．Kαは結合定数であり，Oαは ϕnや ∇mϕ（n,m = 0, 1, 2, . . .）から成り立つ演算子であ
る．Vdは実空間上の系の範囲であり，その Fourier空間上の範囲 Ṽdは Ṽd = [ΛIR,ΛUV]をみたす．
ここで，ΛIRは IRカットオフ波数で系の１辺の長さの逆数であり，ΛUVはUVカットオフ波数
で，系の粗視化の解像度を決める単位セルの１辺の長さの逆数である．この微視的な領域のモ
デルから単位セルの単位長さを L→ Lelにスケール変換して，メゾスケールの低エネルギー有
効モデル S [ϕ; el]を構築する．これは測定する検出器の解像度を粗くして，より広い領域を測定
することに相当する．すなわち，スケール変換Rは

R : S [ϕ] 7→ S ′[ϕ′], (2.47)

で与えられる．単位長さを変更するので，観測座標系である Fourier空間上の領域 Ṽd はスケー
ル変換前後で同じである．相転移の臨界点付近ではフラクタル性がなりたち，作用 S の構造は
変わらないと考えられる．すなわち，N, Oα[ϕ]は同じ要素をもち，新たな要素は付け加えられ
ないとする．また，結合定数 {Kα}のみが変更を受け，秩序変数 ϕは定数倍を除いて同じとする．
このように繰り込み前後で作用 S の構造は変わらない場合，モデルは繰り込み可能であるとい
う．具体的には，繰り込み群の手続きによるスケール変換は Fig. 2.6のように，

• Loop expansion:
Eq. 2.46で定まる系の作用 S を Eq. 2.40を用いてループ展開するステップと，
• Coarse graining:
ループ展開した非線形揺らぎ項の Fourier空間上の最外殻 [Λe−l,Λ]の速い揺らぎ成分を積
分平均して除去し，粗視化するステップと，
• Resize:
速い成分を除去することで [0,Λe−l]と小さくなった系を元と同じサイズに戻すために，波
数 q→ q

(
el
)
と再スケールし，かつ，秩序変数も ϕ→ ϕ

(
el
)η
と定数倍するステップ
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の 3ステップからなる．この繰り込み群の手続きを踏むことによりスケール変換は，結合定数
の変換則

R : {Kα} 7→ {K′α}, (2.48)

で表される．実際には微小なスケール変換による結合定数の微分方程式

{βα} =
d{Kα}
dl
= R [{Kα}] , (2.49)

からスケール変換によるパラメータ空間上の結合定数のフローを求めることで，繰り込み群の
構造を調べる．この微分方程式を繰り込み群のベータ関数と呼ぶ．Eq. 2.49は βα = 0となる固定
点 {K∗α}をもつ．固定点は系の臨界現象を特徴づけ，パラメータ空間における臨界面上に位置し，
繰り込み群変換の繰り返しによる結合定数の変化を特徴づける．固定点周りで Kα = K∗α + δKα

と展開し，δK = {δKα}すると，繰り込み群変換 Rは線形化されてベータ関数 βは

β =
dδK
dl
=WδK, (2.50)

となる．Wの固有値を xα，その固有ベクトルの基底となる直交化したスケーリング変数を gα
とする．また，スケール変数で δKαを δKα =

∑N
α=1 vαgαとする．この時，解像度（スケールの逆

数）を粗視化するΛ→ µ, Λ = µelの繰り込み群によるスケール変換により直交化したスケーリ
ング係数は

gα → gα(el)xα , (2.51)

の変換をうける．すなわち xαはスケーリング変数 gαのスケーリング次数である．xα > 1のと
き，繰り込み群変換を繰り返すと結合定数 gαは大きくなるので有意な変数，xα < 1の時は小さ
くなり，無視できるようになるので有意でない変数と呼ぶ．また，xα = 1をマージナルな変数
と呼ぶ．このようにスケーリング変数は相転移を定める大域的な振る舞いを規定する．
相転移の臨界点付近では相構造のフラクタル性があるので，繰り込み群変換の前後で静的
相関関数は定数倍を除いて一致する．繰り込み群変換に対して，gα → g′α = gα(el)xα , G =∫
dxd exp(iqx)ϕ2 → G(el)d+2ηとそれぞれの物理量は変換される．これより，得られたスケーリン
グ変数を用いて，静的相関関数 G̃

[
pi, gα

]のスケーリング則が以下のように定まる．
G̃

[
gα;Λ

]
=

(
el
)d+2η

G̃
[
gα

(
el
)xα

; µ
]
. (2.52)

相関関数 G̃は Fourier空間上で表した．また，dは空間次元であり，d + 2ηは相関関数のスケー
リング次数である．Eq. 2.52を繰り込み群方程式という．左辺を高エネルギーのモデルで右辺
を低エネルギーのモデル見た時，左辺に CGMDの結合定数を用いて，右辺の長波長極限での
結合定数が推定できる．エネルギースケール µは現行モデルのスケールを超えて赤外カットオ
フ（IR cutoff)付近までスケールできることが繰り込み群の特徴である．

繰り込み群変換による ϕ4モデルのスケーリング関係

繰り込み群によるスケーリング関係を具体的に解くため，作用がEqs. 2.27で定められる ϕ4モ
デルを例題に取り上げる．繰り込み群を実施する前に工学次元解析を実施する．これはEq. 2.40
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に対して，非線形項の揺らぎの効果を無視して繰り込み群解析を行うこと，非線形項の 0次摂
動としての意味をもつ．これは S 0

[
ϕ
]に対して繰り込み群変換のステップ 3のみを実施するこ

とになる．繰り込み群の場合，ϕのスケーリング次数は任意性があり，繰り込み群の規格化条
件として定める必要がある．ϕ4モデルの場合はスケーリング前後で

∫
ddx (∇ϕ)2が変化しないよ

うに定める．これは以下のように行う．Λ→ µ, Λ = µelのスケール変換に対して，x→ x = x′el，
ϕ→ ϕ′(el)ηの変換を受ける．この時，∫

ddx (∇ϕ)2 =
∫

dd(x′el)d
(
∇′e−lϕ′eηl

)2
(2.53)

=

∫
ddx′

(∇′ϕ′)2 (el)d−2+2η,
であるから，スケーリング前後で

∫
ddx (∇ϕ)2の形の不変とする要請により，−d + 2(η + 1) = 0

より η = d/2− 1である．この ηに対して，
∫
ddx

(
rϕ2

)
も変化しないので，rのスケーリング次数

を dim (r)とすると，−d + dim (r) + 2η = 0が成り立つ．すなわち dim (r) = 2となり，r → r
(
el
)2

とスケールされる．同様に λは λ→ λ
(
el
)4−d
とスケールされる．

次に繰り込み群の第 1ステップである，Eq. 2.40の非線形項の具体的な 1ループ展開を行う．
ϕ4モデルの場合はスケーリング前後で変化しないように ηを設定したので，以下，D = 1とす
る．前節の結果から，結合定数 rの非線形揺らぎによる補正は

r + δr = r +
λ

2

∫
p∈Ṽd

dd p
(2π)d

(
1

r + p2

)
, (2.54)

で与えられ，また，結合定数 λの非線形揺らぎの補正は

λ + δλ = λ − 3
2
λ2

∫
p∈Ṽd

dd p
(2π)d

(
1

r + q2

)2
, (2.55)

で与えられる．
第 1ステップで得た結合定数の補正項は，r ≈ 0の場合は積分が発散するために，δr/r � 1,

δλ/λ � 1は成り立たず，摂動展開の妥当性が成り立たない．このため，第 2ステップにおいて，
補正項の積分を最外殻 ∂Ṽd = [Λe−l,Λ]× · · · × [Λe−l,Λ]の速い揺らぎ成分のみの積分に変更する．
この時，δrは

δr =
λ

2

∫
p∈∂Ṽd

dd p
(2π)d

(
1

r + p2

)
(2.56)

=
λ

2
Ωd

∫ Λ

Λe−l
dp

pd−1

r + p2

=
λ

2
Ωd

∫ Λ

Λe−l
dp

(
pd−3 − rpd−5

)
=

λ

2
Ωd
Λd−2

d − 2

(
1 −

(
el
)2−d)

− rλ
2
Ωd
Λd−4

d − 4

(
1 −

(
el
)4−d)

,

となる．ここで
Ωd =

1
(2π)d

(2π)d/2

Γ (d/2)
, (2.57)
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であり，Γ (·)はガンマ関数である．同様に，

δλ = −3
2
λ2Ωd

Λd−4

d − 4

(
1 −

(
el
)4−d)

, (2.58)

となる．
次に繰り込み群手続きの第 3ステップとして，波数 q→ q

(
el
)
の再スケールを行う．工学次元

解析の結果から (r + δr) → (r + δr)
(
el
)2
，及び (λ + δλ) → (λ + δλ)

(
el
)4−d
とスケールされる．こ

れより

r → r′ =
(
el
)2 [

r +
λ

2
Ωd
Λd−2

d − 2

(
1 −

(
el
)2−d)

− rλ
2
Ωd
Λd−4

d − 4

(
1 −

(
el
)4−d)]

, (2.59)

λ → λ′ =
(
el
)4−d [

λ − 3
2
λ2Ωd

Λd−4

d − 4

(
1 −

(
el
)4−d)]

,

となる．
以上より，eδl ≈ 1 + δlの無限小のスケール変換により繰り込み群のベータ関数が以下のよう

に得られる．

βr =
dr
dl
= 2r + λΩdΛ

2 − rλΩd, (2.60)

βλ =
dλ
dl
= ϵλ − 3λ2ΩdΛ

ϵ .

ここで ϵ = 4 − dである．これより固定点
(
β∗r , β

∗
λ

)
は

(
β∗r , β

∗
λ

)
= (0, 0)のGauss固定点の他に，以

下の非ゼロのWilson-Fisher固定点をもつ．

(
β∗r , β

∗
λ

)
=

(
−1
6
ϵΛ2−ϵ ,

ϵ

3
Λ−ϵ

Ωd

)
. (2.61)

さらに，βλは λの変数のみで表され，繰り込み群変換を表す線形化行列W（Eq. 2.50参照）は
すでに直交化されている．そのため，スケーリング因子 xr, xλは

xr =
dβr
dr
= 2 − ϵ

3
Λ−ϵ , xλ =

dβλ
dλ
= −ϵ, (2.62)

で与えられる．rが有意な結合定数である．ϵ ≈ 0でスケーリング因子は次元 ϵ = 4−dのみで定ま
り，Λ等によらない普遍的な定数となる．以上よりスケーリング因子が得られたので，Eqs. 2.52
で定まる繰り込み群方程式（スケーリング関数）により物理量のスケーリング依存性を計算す
ることが可能となる．
尚，ϵが有限の場合はスケーリング因子はΛなどの系に固有な量に依存してしまう．これは，

λ，又は，それを無次元化した制御変数 g0 = λΛϵ を固定点に固定して rのスケーリング因子を
計算したためである．制御因子を g = G (g0, ϵ)として適当な関数Gを定めて，gを固定点 g∗に
定めて rのスケーリング因子を計算することでΛ依存性を除外できることが既往文献 [36]に記
載されている．
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2.4.3 応答理論による揺らぎを考慮した物理量の計算
前節では微視的な Hamiltonianから秩序変数 ϕを変数とするメゾスケールの自由エネルギー

F[ϕ]を導き，繰り込み群の方法を用いて揺らぎの影響を結合定数 gαにくり込んだ．次に実際
に測定される物理量 Xへの揺らぎの影響を応答理論により説明する．本研究で明らかにする座
屈時におけるスメクチック液晶の粘弾性特性は揺らぎをくり込んだ圧縮弾性率 Bにより特徴づ
けられるが，以下で説明される応答理論により計算することができる．

揺動散逸定理

まず，平衡状態に微小な外力とかけた場合の物理量（の期待値）の応答は，微視的なスケー
ルにおける着目する物理量の揺らぎで表されるという，揺動散逸定理（Green-Kuboの公式）[37]

について述べる．以下，簡単のため，空間的に一様で静的な揺動散逸定理を示す．1/kBT = 1
とする．kBはBoltzmann定数であり，T は絶対温度を表す．Hamiltonianや物理量をH，Xで表
す．さらに，外力がない場合の系のHamiltonianをH0とし，それに共役な外力を Fとする．微
小な外力 Fを加えた時に，物理量 Xは X → X + δXとなるとする．微小な外力を加えた場合，
Hamiltonianは H = H0 − FXで与えられ，密度分布 ρはカノニカル分布に従うとすると，

ρ(X + δX, F) = ρ(X) exp (FδX) , (2.63)

となる．分布の変化 δρ = ρ(X + δX, δF) − ρ(X)は，

δρ = ρ × FδX, (2.64)

となる．この時，物理量 Xの変化 δXのアンサンブル平均は

〈δX〉 = 〈Xδρ〉 (2.65)

= 〈XδX〉 F
= 〈(X − 〈X〉) δX〉 F
= 〈δX2〉 F,

となる．3番目の等号は 〈〈X〉δX〉〉 = 〈X〉〈δX〉 = 0を用いた．上式により，微小な外力 Fに対する
応答 〈δX〉が揺らぎ 〈δX2〉と結びつく．これより，対応する静的感受率を χとすると，静的な揺
動散逸定理は

〈δX〉 = χF, (2.66)

χ =
〈δX〉
F
= 〈δX2〉,

となる．
同様に，動的感受率 χ(ω)に関しても同様の揺動散逸定理が成り立つ．すなわち，着目する物
理量をXとし，系の波数を q，周波数をωとして，

Xq,ω = χq,ωFq,ω , (2.67)

χq,ω = χ0 + iω
∫ ω

0
dteiωt

〈
δX(t)δX(0)

〉
,
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が成り立つ．ここで，〈δX(t)δX(0)〉は時間相関関数であり，〈·〉はアンサンブル平均を表す．χ0
はω→ 0の時の静的感受率である．

∫ ω

0
dteiωtは Laplace-Fourier変換であり，遅延Green関数を

GR(t) =
1
i
Θ(t)

〈
δX(t)δX(0)

〉
, (2.68)

で定義すれば，χq,ωは通常の Fourier変換で表される．
また，変位 δXに対応する流れ Ẋ = dδX/dtを扱う場合には，動的感受率 χq,ωは

χq,ω =
i
ω

∫ ω

0
dteiωt

〈
Ẋ(t)Ẋ(0)

〉
, (2.69)

と表すことができる．流れを考える場合は静的な変位を考えない場合が多いので，χ0 = 0と
した．

固体電子系の感受率：誘電率と導電率

前記の感受率 χq,ωは，例えば電子系においては電磁場に対する分極応答に関する複素誘電率
や複素導電率であり，スメクチック液晶の座屈時の粘弾性特性においては，応力に対する変位
応答に関する複素弾性率や複素粘性率である．このため，複素誘電率-複素弾性率，複素導電率-
複素粘性率の対応関係がある．また，電子系における分極応答を，スメクチック液晶の粘弾性
特性の非線形項における摂動としてみなして類似の定式化することができる．以上より，まず
は概念の把握が容易な電子系における複素誘電率や複素導電率について応答理論により定式化
する．
自由電子ガスの系にテスト電子 ρext(r, t)を持ち込む．以下電子の電荷を −e = −1とする．こ
の時，テスト電子の ρext(r, t)の作るポテンシャル Vext(r, t)は

−ϵ0∇2Vext(r, t) = ρext(r, t) , (2.70)

に従う．Fourer変換して，
ϵ0q2Vext

q,ω = ρ
ext
q,ω , (2.71)

となる．外部ポテンシャル Vext
q,ωに応答して分極電荷 ρresq,ωが応答関係

ρresq,ω = χq,ωVext
q,ω , (2.72)

を満たすように発生する．揺動散逸定理から電荷感受率 χq,ωは

χq,ω =

∫ ω

0
dteiωt〈ρq+p(t) ρ−p(0)〉, (2.73)

を満たす．∇ · D = ρext, ϵ0∇ · E = ρext − ρres を Fourier変換すると，

ϵ0ϵq,ωq2Vext
q,ω = ρextq,ω , (2.74)

ϵ0q2Vext
q,ω = ρextq,ω − ρresq,ω ,
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となる．ここで ϵq,ωは比誘電率である．以上により静的な比誘電率 ϵ = ϵq,ω(ω = 0)は

ϵ =
ρextq,ω

ρextq,ω − ρresq,ω
(2.75)

=
1

1 − χq,ω/q2
,

となる．導電率σについても同様に求めることができる．電場 Eに対する応答電流を jresとし
て，分極 Pを P =

∫ t

0
dt′ jres(t′)で定義し，線形応答関係であるOhmの法則 jresq,ω = σq,ωEq,ω を用

いると，
σq,ω =

∫ ω

0
dteiωt〈 jq+p(t) j−p(0)〉, (2.76)

であり，Dq,ω = ϵ0E + Pを用いて

ϵq,ωϵ0 = ϵ0 + i
σq,ω

ω
, (2.77)

となる．これより，複素誘電率 ϵq,ωと複素導電率σq,ωが Im
[
ϵ0ϵq,ω

]
= Re

[
σq,ω/ω

]
の関係を満た

し，一方が与えられると他方は計算できることがわかる．

2.5 スメクチック液晶の粘弾性特性
スメクチック液晶はその低次元秩序構造のために，スケールが大きくなるにつれ揺らぎが発
散するLandau-Peierls不安定性があり，弾性率が揺らぎの波数ベクトルに依存し，小さい波数で
対数発散する [12, 13]．また，粘性係数も同様に発散する [16]．さらに，秩序変数は揺らぎと非線
形結合しているので，スメクチック液晶の弾性率および粘性率は，波数依存性だけでなく，周
波数依存性を持つ．複素弾性率の実部である弾性率は，スメクチック液晶の緩和時定数に近い
高周波領域で周波数依存性があることが，実験的・理論的に確認されている [38, 39]．スメクチッ
ク Aからスメクチック Cへの転移の臨界点付近で複素弾性率の実部が 5MHz-85MHzまでに 6
倍増加することが報告されている [38]．また，複素弾性率の虚数部である粘性率は，低周波領
域で周波数依存性を示すだけでなく [40–42]，高周波領域でも周波数依存性を示す [43, 44]ことが確
認されている．すなわち，スメクチック液晶は臨界点で特異な粘弾性挙動を示す．本節では以
上の特異な粘弾性挙動を前節の応答理論を用いて記述し，現象論による定性的な理解を目指す．
さらに，メゾスケールレベルでのスメクチック層内部及び層間の流動場を考慮していないため，
微視的スケール及びメゾスケールにおける現象把握には課題があることを述べる．この課題に
対して，第 4章で揺らぎ・流動場を考慮したメゾスケールでのスメクチック動的場理論を構築
し，粘弾性座屈遷移機構の解明を行う．

2.5.1 静的な弾性率
次に静的な比誘電率 ϵを求めた手法と同様の手法を用いて，座屈時におけるスメクチック液
晶の弾性率に揺らぎの効果を取り込む．自由エネルギー密度 f をひずみ sz = sに対して微分し，
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揺らぎを平均化すると，応力σは次のように表される．

σ = B0

sz − 1
2

〈(
∂u
∂x

)2〉 . (2.78)

〈A〉は物理量 Aのアンサンブル平均を表す．第 2項は層角度揺らぎ θ = −∂u/∂xの影響を表し，
揺らぎが大きくなると有効圧縮弾性率 BRは小さくなる．このため，応力-ひずみ曲線は，この
非線形項の影響により線形関係から外れる．第 2項を応力によって応答した層角度揺らぎの摂
動として捉えると，Eq. 2.72の分極電荷に対応させることができる．層角度揺らぎの平均は次
の線形応答関係を満たす． 〈 ˜1

2

(
∂u
∂x

)2〉
= χBσ, (2.79)

ここで χBは外部応力 σに対する層角度揺らぎの応答関数である．Ãは物理量 Aの Fourier変換
を表す．Eqs. 2.78, 2.79から，

B =
B0

1 + B0χB
(2.80)

= B0 + δB,

δB = −B2
0χB,

となる．ここで δB = −B2
0χBが揺らぎによる Bの補正項である．揺動散逸定理を用いて応答関

数は

δB = −B2
0χB

= −B2
0

〈
1
2

˜(
∂u
∂x

)2
(q)

1
2

˜(
∂u
∂x

)2
(−q)

〉
(2.81)

= −2B2
0

∫
q∈Λ

ddq
(2π)d

× 1
4
q4G̃qG̃−q,

と表される．ここで G̃qは系の伝搬関数（Green関数）であり，qは揺らぎの波数ベクトルであ
る．空間次元を dとした．圧縮弾性率 Bは揺らぎの影響で δBだけ小さくなることがわかる．揺
らぎによる補正項 δBは座屈の臨界歪み s = sc付近では揺らぎが大きいために摂動で扱うこと
ができず，前述の繰り込み群変換を用いる必要がある．計算の詳細は第 4章にて説明する．

2.5.2 スメクチック液晶の粘弾性特性：複素弾性率
次に，粘弾性特性を扱うため，複素弾性率 (complex elastic modulus）B∗(ω)を揺動散逸定理
の観点から説明する．前述の複素誘電率の導出と対比して考えるとわかりやすい．Fig. 2.7を
元に説明すると，テスト電荷 ρextq,ω からテスト電荷によるポテンシャル Vq,ω が生じ，このポテ
ンシャルに対する分極電荷 ρresq,ωの応答として，その応答関数の Fourier変換として電荷感受率
及び複素誘電率が得られた．電荷感受率は系の揺らぎ 〈ρq+p (t)ρq (0)〉 と揺動散逸定理と結びつ
く．以上より，分極電荷の応答，巨視的構成方程式（Maxwell方程式），揺動散逸定理から求め
ることができた．以上の分極電荷と複素誘電率のアナロジーから，複素粘弾性率を考える．外
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部から歪み sextを与えると，非線形項の寄与を考えない場合は弾性体極限で応力σとの関係は
σu = Bsextであり，流体極限では σd = ηṡextである．ここで B. ηは ωに依存しない静的な弾性
率と粘性率である．粘弾性の現象論的なVogitモデルでは σ = σu + σdより，Fourier空間上で
σq,ω = Bsextq,ω + iωηs

ext
q,ωとなる．これより巨視的な構成方程式は非線形項を考慮すると Fourier空

間上で，

σq,ω = Bsextq,ω + iωηs
ext
q,ω −

1
2
B

〈 ∂̃u∂x
2
q,ω

〉
, (2.82)

となる．複素誘電率と比較すると，分極電荷に非線形項が対応していることがわかる．すなわ
ち，非線形項の揺らぎがモード結合して巨視的な複素弾性率に影響を与えて，系に特異な粘弾
性特性が生じている．非線形項の外場に対する応答は静的な場合と同様に，非線形項の複素感
受率を χ∗q,ωとして， 〈

1
2

(̃
∂u
∂x

)2〉
q,ω
= χ∗q,ωσq,ω, (2.83)

で与えられる．非線形項の感受率を用いて，系の粘弾性特性を表す複素弾性率は，

B∗q,ω = B + iωη − δB∗q,ω, (2.84)

δB∗q,ω = B2χ∗q,ω,

となる．非線形項による寄与 δB∗q,ωは下記に示す通り，実部及び虚部をともに有しており，複素
弾性率の実部　 Bq,ω = Re

(
B∗q,ω

)
は特異な周波数依存性をもつ．既往文献 [45]は揺動散逸定理と

切断近似（de-coupling approximation）を用いて，非線形項の複素感受率を計算している．それ
によると，

χ∗q,ω = CB∗

∫ ω

0
dteiωt

〈(̃
∂u
∂x

)2
p+q

(t)
(̃
∂u
∂x

)2
−q
(t)

〉
p

(2.85)

= CB∗

∫
p∈Λ

dd p
(2π)d

× (p + q)2 q2G̃0
p+qG̃

0
−qD̃p,q (ω) ,

で与えられる．ここで

D̃p,q (ω) =
τ−1p+q + τ

−1
−p

−iω + τ−1p+q + τ−1−p
, (2.86)

である．CB∗は定数であり．τqは緩和時定数である．G̃qは非線形項を考えない場合の相関関数
である．τ−1p,q = τ−1p+q + τ−1−pとし，D̃p,q (ω)の逆 Fourier変換を考えると，iω = τ−1p,qにポールを持つ
ことから留数定理により，その実部は，Re

[
Dp,q (t)

]
∼ exp

(
−τp,q/t

)
であり，その虚部は iω ∼ τ−1p,q

で発散する．
従って，系を圧縮する際の歪み速度を ṡとすると，複素弾性率 B∗q,ṡは特異な粘弾性挙動を示
し，その実部は

Re
[
B∗q,ṡ

]
= B −CB∗B2

∫
p∈Λ

dd p
(2π)d

× (p + q)2 q2G̃0
p+qG̃

0
−qRe

[
Dp,q (ṡ)

]
, (2.87)

Re
[
Dp,q (ṡ)

]
∼ exp

(
−ṡτp,q

)
,
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となる．従って，Re
[
B∗q,ṡ

]
は ṡ → ∞で Re

[
B∗q,ṡ

]
= Bに，ṡ → 0で Re

[
B∗q,ṡ

]
= B − CB∗B2χBにな

り，歪み速度依存性が定性的にわかる．
しかし，微視的には歪み速度 ṡは層内及び層間の流動場を生じさせており，また，各層は
一体ではなく各々で揺らいでおり，de Gennesの用語でいう”undulation”（うねり）だけでな
く”permeation”（隣接層への流動場の侵入）も生じさせているはずである．第 4章において，こ
れらの各層の揺らぎの影響や流動場の影響を CGMDを用いて調べ，これらの特異な粘弾性特
性を定式化する．

Fig. 2.7. Comparison of complex permittivity and complex elastic modulus.
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第3章 多目的最適化機械学習によるCG力
場の開発

3.1 第3章の概要
本章では，Pareto集合に基づく多目的最適化法を用いて，分子の細部を含みつつ，十分な精

度で座屈特性を再現するスメクチック液晶の CG力場を提供する．液晶の座屈不安定性を制御
するために，再現するための目的関数として，層融解の臨界角と配向秩序パラメータを関心量
（Quantity of Interest,以下QoI）を設定する．また，分子の対称性を表現する分子間力場の補正
係数を決定変数とする．これにより Iterative Boltzmann Inversion（IBI）法で導出した仮の力場
の補正を行う．また，探索空間を分子対称性の高い領域と低い領域に分割し，それぞれの領域
における最適解を求める．得られたモデルは，ディスクリネーション対の発生を伴う座屈変形
による層の融解の実験データ [17, 46] を再現することを示す．また，得られたモデルはトポロジ
カル欠陥理論 [47–50] に矛盾しないことを示し，分子構造の対称性と座屈により生成されるトポ
ロジカル欠陥の間の関係性についてさらに考察する．

3.2 第3章の背景と目的
分子動力学（Molecular dynamics,以下MD）シミュレーションは，計算された相空間上の軌道
のアンサンブルをとることで系の熱力学量などを調べることができ，座屈変形の微視的な詳細
を調べるのに適している．既往事例 [51]では，マイクロメートルスケールの円筒に閉じ込められ
たネマチック液晶の配向がUnited-atom MDを用いて研究され，円筒の内径にトポロジカル欠陥
が形成されることが明らかにされている．しかし，トポロジカル欠陥の生成は比較的遅い確率
過程であるため，欠陥の性質を分析するためにはマイクロ秒オーダーのサンプリングが必要で
ある．この問題を克服するためにはCGMDが有効である [52, 53]．別の事例 [54]では，Gay-Berne
力場を用いた広義のCGMDシミュレーションにより，ネマチック液晶のトポロジカル欠陥が可
視化されている．また別の事例 [55]では，せん断流により誘起されるスメクチック液晶の座屈不
安定性が，CGMD粒子からなる 4量体構造A-A-B-Bを用いて研究されている．これらのシミュ
レーションは液晶のトポロジカル欠陥を含む座屈不安定性を微視的に記述するが，実際の液晶
分子に基づく力場を基にしていないため，液晶分子の詳細な構造と座屈不安定性の関係を追求
することはできない．一方，全原子モデルからCG力場を導出する体系的な手法として Iterative
Boltzmann Inversion (IBI)法 [53] がある．既往事例 [56]では，スメクチック-アイソトロピック相
転移点付近の過冷却のアイソトロピック相の動径分布関数（Radial Distribtuion Function, 以下
RDF）からアゾベンゼン液晶の CG力場が IBI法により導出されている．しかし，過冷却アイ
ソトロピック相のRDFからモデルを抽出した場合，座屈を起こすような大きな歪みの変形に対
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応できない．スメクチック相の変形特性へのフィッティングが不十分で，変形に伴う揺らぎや
熱揺らぎがラメラ構造を乱し，容易にスメクチック相が融解するからである．力場のわずかな
違いがスメクチック液晶の座屈不安定性に影響を与えるため，IBI法で変形していない状態の構
造特性から抽出した力場パラメータのみでは，スメクチック液晶の座屈不安定性を再現するこ
とは困難である．このため，座屈による層の融解を特徴付ける特性を用いて CG力場パラメー
タを最適化する必要がある．
力場を補正する方法として，多目的最適化手法 [57, 58]がある．特に，遺伝的アルゴリズム（Ge-

netic Algorithm,以下GA）[59, 60]は，多点探索が可能であり，並列化が容易なため，有効な手法
である．GAにより導出された Paretoフロント [61]は，単一の解ではなく一連の最適解集合を得
ることができる．しかし，正確な Pareto最適解集合を得るためには，パラメータ空間において
105点以上のサンプリング点について計算を行う必要がある．また，各サンプリング点について
MD計算を行うことは，時間的な制約から困難である．応答曲面法（Response Surface Method,
以下 RSM）とGauss過程（Gaussian Process,以下GP）は多目的関数の最適点を探索するため
の効率的なアプローチである．ここで，応答曲面は，パラメータ空間上の多目的関数の高次元
多様体を近似する曲面として定義され，GPは応答曲面の複雑な地形を高精度に推定すること
ができる．既往事例 [62–64]では，液体アルゴンと水の力場がGPを用いたRSMによってモデル
化されている．別の事例 [65]では，RSMとGPを用いた多目的最適化手法により，圧電化合物
の計算データセットから，目的の特性に適した最適解の Pareto集合が求められている．また別
の事例 [66]では，2次元層状物質 2H-MoSe2に対して，GAを用いて力場パラメータの多目的最
適化を行い，物質の構造特性，熱力学特性，及び機械特性が再現されている．
しかし，スメクチック液晶の座屈安定性に適したCG力場の補正に多目的最適化法を適用する
場合，いくつかの解決すべき問題がある．特にトポロジカル欠陥が生じる座屈変形の場合，力
場の僅かな違いによって液晶モデルの変形特性が変化するため，分子の対称性を考慮して，補
正パラメータとその探索空間について慎重に検討する必要がある．さらに，座屈変形を再現す
るだけでは不十分で，座屈が誘発するトポロジカル欠陥の曲げの臨界角やトポロジカル欠陥の
種類などの特徴が，既存の知見 [17, 46]と整合していなければならない．また，Paretoフロント解
を用いたシミュレーション結果が，確立された液晶欠陥のトポロジー理論 [47–50]を満たしてい
るかどうかの検証も必要である．CGMD力場の異なるモデルで生成されたトポロジカル欠陥を
トポロジーの観点から検証し，分類する試みはなされていない．
本章では，Pareto集合に基づく多目的最適化法を用いて，分子の細部を含みつつ，十分な精
度で座屈特性を再現するスメクチック液晶の CG力場を提供する．液晶の座屈不安定性を制御
するために，再現するための目的関数として，層融解の臨界角と配向秩序パラメータを関心量
（Quantity of Interest,以下QoI）を設定する．また，分子の対称性を表現する分子間力場の補正
係数を決定変数とする．これにより IBI法で導出した仮の力場の補正を行う．また，探索空間
を分子対称性の高い領域と低い領域に分割し，それぞれの領域における最適解を求める．得ら
れたモデルは，ディスクリネーション対の発生を伴う座屈変形による層融解の実験データ [17, 46]

を再現することを示す．また，得られたモデルはトポロジカル欠陥理論 [47–50] と矛盾しないこ
とを示す．
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3.3 シミュレーション方法
3.3.1 CGMD

CGMD[53, 67]では分子を構成する複数の原子グループを１つの粗視化粒子 (coarse-grained par-
ticle，以下CG粒子）にまとめて表現する．今，系が NAA個の原子で構成された分子から成り
立つとする．１分子を NCG個の原子グループに分割し，それぞれのグループを１個のCG粒子
で表現する．この時，J番目の CG粒子の位置 rCGJ は

rCGJ =
∑
i∈J

CiJ rAAi , (3.1)

CiJ =
mAA

i∑
i∈J mAA

i

,

で与えられる．ここで rAAi (i ∈ J)は J番目の CG粒子に属する原子の位置であり，mAA
i はその

質量を表す．そして，CG粒子の力場，すなわち分子間ポテンシャル及び分子内ポテンシャルは
後述する対相関分布関数 (pair distribution function）g(r) = g(|rCGI − rCGJ |) (I, J = 1 . . .NCG, I , J)
がターゲットとなる全原子モデルの対相関分布関数と一致するように調整する．CG粒子の力
場の最適化は，後節で詳述する．

Langevinダイナミクス

以下，簡単のため 1次元とする．分子レベルの粗視化により，速い時定数をもつ原子の運動の
自由度が削減されて，比較的遅い時定数をもつCG粒子の自由度で系が表現される．今系のCG
粒子群の位相空間上の座標を Γ = ({qJ}, {pJ}) = (q1, . . . , qN , p1, . . . , pN)で表す．ここで，qJ = rCGJ
と定義し直しており，pJはその運動量である．また，Nは系のCG粒子の総数である．削減さ
れた自由度は揺動力 hとして与えられ，J番目の CG粒子のダイナミクスは Langevin方程式に
より以下のように表される．

dqJ
dt

=
pJ
mJ
, (3.2)

dpJ
dt

= −dUJ

dqJ
− µ

mJ
pJ + h.

ここで，tは時間であり，UJは J番目の粒子に働くポテンシャルを表し，mJは J番目のCG粒子
の質量である．µはOnsagerの運動学的係数（kinetic coefficient)を表す．揺動力 hはGaussian-
Markov性を有し，

〈h(t)h(t′)〉 = 2kBTµδ(t − t′), (3.3)

の第 2種揺動散逸定理 [37]を満たす．kBはBoltzmann定数であり，T は絶対温度である．今，系
が温度 T の熱浴に接しているとして，揺動力 hが削減された自由度のランダム効果だけでな
く，熱浴による効果ももつとする．この時，hは温度を制御するサーモスタットとして機能し，
t → ∞の平衡状態ではカノニカル分布になる．これは以下のように証明される．Langevin方程
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式 Eq. 3.2を満たす CG粒子の位相空間上の分布関数 ρ(pJ, qJ, t)は次の Fokker-Planck方程式を
満たす．

∂ρ (pJ, qJ, t)
∂t

= L ρ (Γ, t) , (3.4)

L = − ∂

∂qJ

pJ
mJ
+

∂

∂pJ

[
µ

(
kBT

∂

∂pJ
+

pJ
mJ

)
+
∂UJ

∂qJ

]
.

この Fokker-Planck方程式の定常状態Lρ (Γ, t) = 0の解は

ρEQ (qJ, pJ) = Z−1NVT exp
[
− 1
kBT

(
p2J
2mJ
+ UJ

)]
, (3.5)

ZNVT =

∫ ∫
(qJ ,pJ)∈Γ

dq dp exp
[
− 1
kBT

(
p2J
2mJ
+ UJ

)]
,

となりカノニカル分布となる．ここで，ZNVTはNVTアンサンブルの分配関数である．尚，実
際のプログラム上は 1/τT = µ/mJで表される τTをサーモスタットの結合時定数として設定する．

NPTアンサンブルへの対応

次に，NPTアンサンブルに対応するために Langevin方程式に圧力を制御するためのバロス
タットを表す項を追加する．圧力制御はBerendsen弱結合アルゴリズム (Berendsen weak coupling
algorithm)[68]を用いる．系の圧力 Pは時間ステップ毎に

P =
2
3V
〈K〉 + 1

V
〈W〉, (3.6)

K =

N∑
i=1

p2i
2mi

,

W = −1
3

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

qi j
∂Ui j

∂qi j
, qi j = qi − q j,

で計算される．ここで Vは系の体積を表し，Ui jは j番目のCG粒子が i番目のCG粒子に及ぼ
すポテンシャルであり，miは i番目の CG粒子の質量である．また，〈K〉は系の全運動エネル
ギーのアンサンブル平均であり，〈W〉は系のビリアルのアンサブル平均である．この圧力を用
いて Langevin方程式 Eq. 3.2を

dqJ
dt

=
pJ
mJ
− β (P0 − P)

3τP
qJ, (3.7)

dpJ
dt

= −dUJ

dqJ
− µ

mJ
pJ + h,

と修正する．ここで βは等温圧縮率であり，τPはバロスタットの結合時定数であり，P0はター
ゲット圧力である．この追加項により CG粒子間の距離が時間ステップ毎に調整され，圧力が
ターゲットよりも小さい時は CG粒子間の距離が小さくなり，圧力がターゲットよりも大きい
時は距離が大きくなる．実際のプログラム上では各時間ステップ毎に

λP = 1 − β

3τP
(P0 − P) , (3.8)
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Fig. 3.1. 8CB molecule and their smectic lamellar cell : (a) the structure of the united-atom model, and
the corresponding structure of the CG model, and (b) example of the chevron texture during the buckling
deformation of the smectic lamellar cell with the definition of the coordinate and the layer rotation angle θ.[69]

の比率で，粒子の位置 qJ及びシミュレーションのボックスサイズ Lを q → λpq, L → λpLとな
るようにスケール変換をする．
上記は圧力制御のアルゴリズムであるが，同様のスケール変換の手法を用いて系の変形を

CGMDで取り扱うことができる．変形による歪みを s，歪み速度を ṡ = ds/dtとして，Eq. 3.7の
第 1式のかわりに

dqJ
dt

=
pJ
mJ
− ṡqJ, (3.9)

とする．すなわち，各時間ステップ毎に

λṡ = 1 − ṡ, (3.10)

の比率で系をスケール変換することにより，系の変形を取り扱うことが可能となる．本章では
スメクチック液晶に関し，層に平衡な方向に変形圧縮を行い，層の垂直な方向は圧力制御する
非平衡MDにより層の圧縮・変形を取り扱うが，そのベースとなるアルゴリズムとして本手法
を用いる．

3.3.2 粗視化力場パラメータの抽出方法
3.3.2.1 粗視化されるUnited-atomモデル

実験を再現する CGモデルを開発するためには，スメクチックの分子情報を忠実に反映した
基準となる全原子モデルまたはUnited-atomモデル（以下，UAモデル）が必要である．そこで，
スメクチック液晶分子として，4’-octyl-4-biphenylcarbonitrile,いわゆる 8CBを用いる．既往文
献 [70]に記載されている 8CBモデルは，相転移温度の実験値と一致するように最適化されてお
り，スメクチック層の曲げ変形を再現するのには適していない．そこで，Amber18の general
Amberforce field (GAFF)[71]を用いて，曲げ変形に適したベースとなる 8CBの UAモデルを開
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Table 3.1. Comparison of dipole moments µ, scalar orientational order parameters S (cf. Eq. (2.1)), diffusion
coefficients D, and deformation relaxation time constants τ between this study and the recent computational
and experimental work in the literature.[69]

This work Reference
µ 6.2 4.7 − 8.0 [80–82]

S 0.65 0.6 − 0.7 [83, 84]

D (×10−12 m2/s) 0.86 2 − 30 [76, 78, 83]

τ (ns) 20 10 − 100 [79, 85, 86]

発した．Fig. 3.1 (a)に，シミュレーションに用いた 8CB分子の構造を示す．GAFF力場は全原
子モデルであり，H原子を明示的にモデル化しているため，H原子を各結合原子にマージして
UA力場を定義している．また，二面角ポテンシャルとして，気相電子回折測定 [70, 72]に基づく
補正したモデルを用いる．電荷モデルにはAmberの結合電荷補正モデル（AM1-BCC）[73, 74]を
使用する．
MDシミュレーションはGROMACS[75]を用いる．初期設定として，xy平面に約 8.2× 8.2 nm2

の投影面積を持つ 4層からなるスメクチックラメラの単位胞を構成する．実際のスメクチック
相である SmAd相を再現するために，各層はシミュレーション空間の z軸に沿って互いに相対
して整列した 2層のサブレイヤーから構成されている．シミュレーションは温度 300 K，圧力
105 Pa，NPTアンサンブルのもと，2 fsのタイムステップで 20 nsの期間で実施する．静電相互
作用は粒子メッシュEwald法を用いて計算し，van der Waals相互作用は 1.5 nmのカットオフを
もつ Verletカットオフスキームを適用する．温度と圧力の制御には，Berendsen weak coupling
algorithm[68]を用いる．サーモスタットの結合定数は 1 fsであり，拡散係数が 1分子追跡法による
実験値 [76–78]と一致するように設定する．バロスタットの時定数は 1 ns，等温圧縮性は 10−5 bar−1

とし，液晶緩和時定数 τが準弾性ガンマ分光法で得られた揺らぎの緩和時定数 [79]を再現する
ように設定する．また，AM1-BCC電荷モデルで計算された双極子モーメントは µ = 5.0であ
り，Hartree-Fock計算による分子の最適原子配置での電荷分布に基づく報告値 µ = 4.7-8.0[80–82]

の下限に近い．そのため，双極子モーメント µ = 6.2となるようにシアノ基の電荷を修正した．
双極子モーメント µ，拡散係数D，スカラー配向秩序変数 S，緩和時定数 τを，本論文のシミュ
レーションと最近の文献の計算・実験による参考値との比較を Table 3.1に示す．スカラー秩序
変数 S は，ビフェニル基の両端の粒子間の分子長軸ベクトル dとした Eq. 2.1により定義され
る．算出された物理量は基準値をよく再現しており，本UAモデルは CGモデルの基礎として
利用することができる．

3.3.2.2 CGモデルへのマッピングと有効分子間相互作用

8CB分子からCG粒子へのマッピングスキームを Fig. 3.1に示す．CGモデルはシアノビフェ
ニル基とアルキル基からなり，4種類の粒子を用いている．頭部のシアノ基は 1個のCN粒子か
ら構成され，剛直なビフェニル基は 2個の P3粒子と 1個のC6粒子から構成され，尾部のアル
キル基はAL粒子 3個から構成される．このモデルの有効分子間相互作用は次のように記述さ
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Table 3.2. Parameters of bond-stretching and angle-bending interactions (cf. Eq. (3.12)) of the 8CB CG
model.[69] The parameters of types WP and NP are extracted from the range with and without the plateau
region of the target potential, respectively.

bond bi0 Ki
b angle ϕi0 Ki

a

(nm)
(
kJ ·mol−1 · nm−2

) (
degree

) (
kJ ·mol−1 · rad−2

)
CN-P3 0.242 rigid CN-P3-C6 188.7 127.7
P3-C6 0.308 rigid P3-C6-P3 183.7 259.5
C6-P3 0.308 rigid C6-P3-ALa 163.7 139.5
P3-ALa 0.284 17148.2 P3-ALa-ALb (type WP) 160.6 39.8
ALa-ALb 0.338 4987.5 ALa-ALb-ALc (type WP) 180.5 20.9
ALb-ALc 0.289 10040.4 P3-ALa-ALb (type NP) 162.2 145.5

ALa-ALb-ALc (type NP) 177.6 102.6

れる．

Weff(b1, . . . , bNb , ϕ1, . . . , ϕNa , r12, . . . , rN−1,N) =
Nb∑
i=1

Ubond(bi) +
Na∑
i=1

Uangle(ϕi) +
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

ULJ(ri j).(3.11)

ここで，Nbは Naはそれぞれ分子間結合の総数と分子間結合角の総数を表し，Nは系の粗視化
粒子数を表す．biと ϕi はそれぞれ i番目の結合長と i番目の結合角を表し，ri jは i番目と j番
目の粒子間の距離を表す．右辺の第 1項と第 2項は分子内ポテンシャルで，Ubondは伸縮（bond-
stretching）ポテンシャル，Uangleは変角（bending-angle）ポテンシャルである．調和ポテンシャ
ルを用いると，各項は次のように近似される．

Ubond(bi) =
1
2
Ki

b

(
bi − bi0

)2
,

Uangle(ϕi) =
1
2
Ki

a

(
ϕi − ϕi0

)2
. (3.12)

ここで，Ki
bと Ki

aは，それぞれ伸縮ポテンシャルと変角ポテンシャルの結合定数であり，bi0, ϕ
i
0

はそれらの平衡状態で値を表す．
分子間ポテンシャルは Lennard-Jones（以下，LJ）ポテンシャルにより

ULJ(ri j) = 4ϵ i j
(σi j

ri j

)12
−

(
σi j

ri j

)6 , (3.13)

と表される．ここで，ϵ i jと σi jはそれぞれ LJポテンシャルのエネルギー定数とサイズ定数で
ある．

3.3.2.3 補正前CG力場

Fig. 3.1で定義されたマッピングに基づき，ベースとなる補正前CG力場パラメータをUAモ
デルから IBI法により導出する．IBIはVOTCA[87]を用いて実施した．シミュレーションは温度
300 K，圧力 105 PaのNPTアンサンブルで，温度制御は結合係数 1 fsの Langevinサーモスタッ
トを用いる．圧力は圧縮率 10−5 bar−1，結合定数 10 psの Berendsen weak coupling algorithm[68]
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Table 3.3. Parameters of LJ potentials (cf. Eq. (3.13)) for the intermolecular interactions of Model 1. [69] The
parameters of type WP in TABLE 3.2 are adopted as the intramolecular interactions (cf. Eq. (3.12)).

CG-CG σ ϵ CG-CG σ ϵ

(nm)
(
kJ ·mol−1

)
(nm)

(
kJ ·mol−1

)
CN-CN 0.314 3.993 CN-P3 0.360 2.473
P3-P3 0.468 0.946 CN-C6 0.374 1.824
C6-C6 0.487 0.922 CN-AL 0.350 2.870
AL-AL 0.377 2.573 P3-C6 0.469 0.469

P3-AL 0.433 0.618
C6-AL 0.373 0.921

で制御される．時間ステップを 2 fs，シミュレーション時間を 0.5 nsとした．IBI法の過程にお
ける仮の力場の精度が十分でない場合，10 nsの期間ではネマチック相が保存されない．そこ
で，IBI法のサンプリング周期を 0.5 nsと短く設定し，後述の多目的最適化の段階でネマチック
相が平衡化するのに十分な 20 nsのサンプリング周期でMD計算を行う．分子間相互作用Ubond,
Uangleは，UAモデルで得られた結合長 biと結合角 ϕiの分布 Pを用いて Boltzmann inversion法
（以下，BI法）により以下の式で導出される．

U (q) = −kBT ln P (q) . (3.14)

ここでUはUbondまたはUangleを表し, qは biまたは ϕiを表す．kBは Boltzmann定数, T は系の
絶対温度を表す．得られたUbond, Uangleは Eq. 3.12の調和ポテンシャルで近似される．抽出され
た分子内力場パラメータ Ki

b, K
i
a, b

i
0,及び ϕi0 を Table 3.2に示す．8CBのアルキル基は柔軟性が

高いため，変角ポテンシャルUangleにプラトー領域が発生する．このプラトー領域を含むか含
まないかで，異なるパラメータセットが抽出されるプラトー領域を含む変角ポテンシャルのパ
ラメータセットをWP型，プラトーを含まないものをNP型と呼ぶことにする．
分子間相互作用 ULJも BI法により抽出し，Eq. 3.13の LJポテンシャルでフィッティングす
る．近似は分子間距離 r = 0.3 nmから最初の最大ピークまでの範囲で行った．次に，IBI法を
用いて，ポテンシャル ULJを収束するまで次のように更新する．

U (n+1)
(
ri j

)
= U (n)

(
ri j

)
+ ∆U (n)

(
ri j

)
,

∆U (n)
(
ri j

)
= kBT ln

g(n)0

(
ri j

)
gUA0 (ri j)

. (3.15)

ここで g(n)0

(
ri j

)
は更新 n回目の粗視化モデルの動径分布関数（Radial distribution function,以下

RDF）であり，gUA0
(
ri j

)
はUAモデルのRDFである．ここで，分子間力場は互いに強く相関し

ているため，CN-CN相互作用を固定し，他の分子間ポテンシャルを IBI法で抽出した．収束し
たCGモデルの力場は表形式で与えられるが，ターゲットとなるUAモデルのRDFを再現する．
抽出した表形式の力場は再度 LJポテンシャルで近似し，平滑化する．得られたパラメータを
Table 3.3に示す．ここで，分子内相互作用は Table 3.2のタイプWPを採用した．この力場は，
後述するスメクチック系の座屈変形，トポロジカル欠陥を伴う融解やその構造特性を再現して
いない．従って，これを初期力場とし，多目的最適化手法を用いて補正する必要がある．以下，
この力場をModel 1と呼ぶ．
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Table 3.4. Parameters of LJ potentials (cf. Eq. (3.13)) for the intermolecular interactions to prepare the sinu-
soidal shape as the initial setup for the bending simulation.[69]

CG-CG σ ϵ CG-CG σ ϵ

(nm)
(
kJ ·mol−1

)
(nm)

(
kJ ·mol−1

)
CN-CN 0.345 0.647 CN-P3 0.409 2.190
P3-P3 0.441 0.735 CN-C6 0.408 1.396
C6-C6 0.454 0.562 CN-AL 0.388 0.690
AL-AL 0.416 0.742 P3-C6 0.448 0.836

P3-AL 0.489 0.515
C6-AL 0.519 0.386

Model 1について，拡散係数 D，スカラー配向秩序変数 S，RDF g0(r)などの物理量を評価す
る．これらを得るため，温度 300 K，圧力 105 Paで，NPTアンサンブルにより時間ステップ 10 fs
で 20 ns期間のシミュレーションを実施する．サーモスタットの結合定数は 1 fs，バロスタット
の結合定数は 1 ns，圧縮率は 10−5 bar−1である．周期境界条件下で，xy平面に約 31.4 × 7.9 nm2

の投影面積を持つ 2層のセルを構成する．各層は，スメクチック SmAd相を形成するために逆
方向に配列した 2つのサブレイヤーからなり，層の厚さは 3.8 nmである．また，層が融解す
る臨界角 γを計算するため，層を水平方向に圧縮する曲げ変形シミュレーションを実施する．
Model 1を用いて平面形状から曲げシミュレーションを行う場合，初期圧縮時の平面形状の急
変に伴い，ディレクターが層法線方向から傾き，SmAd状態が乱れる傾向がある．そこで，初期
設定として x方向の中央部が層角度が 10◦程度に微小なうねりを持つ正弦波形状のセルを用意
する．この平坦なスメクチックセルを，文献 [18]に記載されている力場に基づき，x方向に圧縮
すると同時に z方向に引っ張ることで，平坦な層を正弦波状に変形させる．ここで用いる LJポ
テンシャルのパラメータを Table 3.4に示す．分子内相互作用のパラメータはModel 1と同じで
ある．Table 3.4の力場は，シアノビフェニル粒子間の相互作用が CNやAL粒子などの末端基
を含む他の相互作用よりも強く，極性末端置換基による 8CB分子の層形成のメカニズム [88]を
正確に記述できていない．しかし，これを用いることで層を融解することなく微小なうねり形
状を生成することができるため，この力場により初期形状を生成する．初期形状を生成した後
は，力場をModel 1に切り替え，x,y方向の境界条件を固定し，わずかに変形した系を平衡化す
る．次に，Model 1を用いて，x方向にひずみ速度 dε/dt = 0.78 µs−1 で 10 fsのタイムステップ
でひずみ 0.624に相当する 800 nsの期間にわたって圧縮し，層が融解する臨界角 γを評価する．
Table 3.10は，Model 1，及び実験データの物性に関して，スカラー配向秩序変数 S，層臨界

角 γ，C6-C6粒子のRDFに関するピーク高さのUAモデルとの差，CN粒子の密度分布Gz(z)の
差で比較した結果である．ここで，RDFは

g0(r) =
1

4πr2ρ0
〈δ(r − ri j)〉, (3.16)

と定義され，ρ0は粒子の平均密度，ri jは i番目と j番目の粒子間の距離を表す．層法線に沿っ
た位置 zにおける CN粒子の密度分布Gz(z)は

Gz(z) =
1
ρ0
〈δ(z − zi)〉, (3.17)
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と表され，ziは i番目の粒子の z座標である．ターゲットのUAモデルとModel 1のRDFのピー
ク高さの差は

4g0(k) =
gCG0 (k)

gUA0 (k)
− 1 (k = 1, 2), (3.18)

と表される．ここで gl0(k) (l = CG,UA)はそれぞれのモデルのC6-C6粒子間のRDFについての
k番目のピーク高さである．Gz(z)差分も同様に定義される．スカラー配向秩序変数 S はEq. 2.1
のように定義される．Table 3.10に示すように，Model 1のスカラー配向秩序変数 S = 0.758は
実験値 S = 0.6-0.7より大きい．RDF g0(r)とGz(z)に関してもターゲットであるUAモデルの値
から大きく乖離していることがわかる．また，Model 1の臨界角 γ = 60◦は実験値 [17]と同程度
である．

3.3.3 多目的最適化手法，及び，それにより得られた粗視化力場
3.3.3.1 説明変数

分子間力場 ULJ を補正するために，以下のように補正係数 pu(i)v( j) を導入する．

Winter(ri j) =
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

pu(i)v( j)ULJ(ri j), (3.19)

ここで Winter

(
ri j

)
は補正された粒子間相互作用であり，u(i)と v( j)はそれぞれ i番目と j番目

の CG粒子の種類を表す．末端置換基の相互作用は分子の対称性を決定し，スメクチック相の
形成に支配的な影響を与えるため，CN-CN相互作用の補正係数 p1 = pCN,CN と AL-AL相互作
用の補正係数 p2 = pAL,ALを決定変数 p = (p1, p2)とする．P3-P3 と C6-C6 の相互作用は補正
せず，その他の相互作用は補正係数 pu(i)v( j) =

√pu(i)u(i)pv( j)v( j) で補正する．探索空間の範囲は
0.2 < pk < 1.0 (k = 1, 2)と定義される．探索空間を p1 < p2 と p1 > p2に分割し，分子の頭尾
対称性を考慮した最適解を求める．Model 1（cf. Table 3.3)の分子間力場では，エネルギーパラ
メータ ϵCN,CNが ϵAL,AL より大きいため，p1 < p2の最適力場は p1 > p2の最適力場に比べ，より
頭尾対称性が高いことがわかる．

3.3.3.2 目的関数

実験データ及びシミュレーションデータと同化させるべきQoIは (1)スカラー配向秩序変数
　 0.60 < S < 0.70 , (2) UAモデルの RDF, (3)層融解の臨界角 45◦ < γ < 65◦ の３つである．
スカラー秩序変数 S の損失関数 L1 (p)は次のように定義される．

L1 (p) = h
(
Ŝ (p)

)
, (3.20)

Ŝ (p) =
S (p) − S min

S max − S min ,

ここでh (x)はペナルティー関数であり，Ŝ は最小値S minをS min = 0.60，最大値S maxをS max = 0.70
として規格化した S の関数である．また，ペナルティ関数 h(x)は二重シグモイド曲線であり，

h (x) =
1

1 + exp (−αx) +
1

1 + exp [−α(1 − x)]
. (3.21)
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と定義され，曲線の変曲点は x = 0と 1にある．曲線は 0 < x < 1の範囲では h(x)→ 0に漸近し，
それ以外では h(x)→ 1に近づく．αは変曲点付近の上昇・下降の勾配を表すハイパーパラメー
タである．αは，S ＜ 0.577または S ＞ 0.723の範囲では L1＞ 0.9となり，0.623＜ S ＜ 0.777
の範囲では L1＜ 0.1となるように α＝ 10とした．具体的なハイパーパラメータ値の決め方につ
いては後述する．
RDF損失関数 L2 (p)は次のように定義される．

L2 (p) = a2
∑

i∈C6,P3

2∑
k=1

(
gCG0i (k, p)
gUA0i (k)

− 1
)2
. (3.22)

ここで，gCG0i (1, p)と gCG0i (2, p)それぞれ CG粒子 (i ∈ C6,P3)の RDFの第 1，第 2ピークの高さ
である．gUA0i (1)と gUA0i (2)はUAモデルのピーク高さであり，a2は規格化係数である．
臨界角 γの損失関数 L3 (p)は次のように定義される．

L3 (p) = h (γ̂(p)) , (3.23)

γ̂ (p) =
γ (p) − γmin

γmax − γmin ,

ここで，h(x)は式 3.21で明示的に与えられ，γ̂は γの最小値を γmin = 45◦,最大値を γmax = 65◦

とした時の γの規格化関数である．αの値は L1の場合と同じ α = 10であり，49.5◦ < γ < 60.5◦

の範囲では L3 < 0.1，γ < 40.5◦ or γ > 69.5◦の範囲では L3 > 0.9となるように設定する．
また，パラメータ拘束関数C1 (p)を

C1 (p) = C1 (p1, p2) = h ( p̂1) + h ( p̂2) , (3.24)

p̂ j =
p j − pmin

j

pmax
j − pmin

j

( j = 1, 2),

と定義する．ここで pmin
j と pmax

j は探索空間における最小値と最大値であり，は，pmin
j = 0.2,

pmax
j = 1.0とする．また，p1 < p2の拘束条件を表すパラメータ拘束関数C2 (p)を

C2 (p) = C2 (p1, p2) = h ( p̂2 − p̂1) , (3.25)

と定義する．同様に p1 > p2の拘束条件を表すパラメータ拘束関数C3 (p)を

C3 (p) = C3 (p1, p2) = h ( p̂1 − p̂2) , (3.26)

と定義する．
これらを用いて，目的関数 f j(p) ( j = 1, 2, 3)は次のように定義される．

f j (p) = L j (p) + βC1 (p) + βCk (p) , (3.27)

ここで， f j ( j = 1, 2, 3)はそれぞれ S , RDF g0, γの目的関数を示し，p1 < p2の場合は k = 2であ
り， p1 > p2の場合は k = 3である．右辺の第 1項は損失関数，第 2項と第 3項は決定変数に対
する制約条件である．またハイパーパラメータ βは β = 106とした．ハイパーパラメータの具
体的な値の決め方については後述する．



第 3章 多目的最適化機械学習による CG力場の開発 43

Fig. 3.2. Response surfaces of objective functions and their Pareto fronts in the case of p1 < p2.[69] The
hyperparameters are set to α = 10 and β = 106. Panel (a) represents the response surface of the objective
function f1(p) of order parameter inferred from the training dataset by GP. Panel (b) represents the response
surface of the RDF objective function f2(p), and (c) represents that of the objective function f3(p) of critical
angle, respectively. The training data is represented by black dots and the estimated response surfaces are color
coded. The color changes from blue to red as it approaches the optimum region. Panel (d)-(f) shows the Pareto
fronts for the calibration parameter p: (d) the Pareto front of f1 and f2 in the objective function space, (e) that
of f2 and f3, (f) that of f3 and f1. Panel (g) shows the distributions of the Pareto optimal solutions set of p1 and
p2 in the decision variable space. The region of f3 < 0.1 shown by blue dots is referred to as the γ optimum
region in panels (d)-(g), the region of f3 > 0.5 shown by red dots as the RDF optimum region, and the region
of 0.1 ≦ f3 ≦ 0.5 shown by green dots as the balanced region, respectively. The statistics of p1 and p2 for each
region are summarized in TABLE 3.5.

3.3.3.3 CG力場抽出のための多目的最適化アルゴリズム

本研究で提案する力場補正の多目的最適化手順の概要は以下の通りである．

1. 初期サンプリング点の生成:
LJパラメータは IBI法で推定した表形式分子間ポテンシャルをフィッティングして抽出
する．決定変数 pi (i = 1, · · · ,Ns，すなわち，LJパラメータの補正係数は，探索空間にお
いてランダムに生成される．Ns はMD計算のサンプリング点数である．

2. 応答曲面のモデリング:
各目的関数に対する損失関数 y1i , y

2
i , y

3
i (i = 1, · · · ,Ns)の値は，pi に対して MD計算を行

うことにより得られる．各応答曲面 f j ( j = 1, 2, 3)は学習データ {pi, y1i , y2i , y3i }から GPに
より計算される．

3. パレート最適解集合を探索:
GAを用いて各応答面の最適値を探索する．Pareto集合ΩParetoを導き出すために，母集団
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Fig. 3.3. Response surfaces of objective functions and their Pareto fronts in the case of p1 > p2.[69] The
hyperparameters are set to α = 10 and β = 106. Panel (a) represents the response surface of the objective
function f1(p) of order parameter inferred from the training dataset by GP. Panel (b) represents the response
surface of the RDF objective function f2(p), and (c) represents that of the objective function f3(p) of critical
angle, respectively. The training data is represented by black dots and the estimated response surfaces are color
coded. The color changes from blue to red as it approaches the optimum region. Panel (d)-(f) shows the Pareto
fronts for the calibration parameter p: (d) the Pareto front of f1 and f2 in the objective function space, (e) that
of f2 and f3, (f) that of f3 and f1. Panel (g) shows the distributions of the Pareto optimal solutions set of p1 and
p2 in the decision variable space. The region of f3 < 0.1 shown by blue dots is referred to as the γ optimum
region in panels (d)-(g), the region of f3 > 0.5 shown by red dots as the RDF optimum region, and the region
of 0.1 ≦ f3 ≦ 0.5 shown by green dots as the balanced region, respectively. The statistics of p1 and p2 for each
region are summarized in TABLE 3.5.

サイズを 200，世代数を 200として，10回計算を行う．
4. 収束判定:
収束の判定は各応答曲面の |popti,curr − popti,prev| < δであり，δは δ = 0.03に設定する．popti,curr と
popti,prev はそれぞれ現在の処理と前の処理における応答曲面の最適点である. 収束基準を満
たした場合,反復を終了し,ステップ 6に進む.

5. 次のサンプリング点の探索:
ベイズ最適化 [89]の期待改善取得関数 (EI)を最大化する点 pEIi,curr とその周辺のいくつかの
未選択の点が次のサンプリング点に追加される．また，各応答曲面の最適解 popti,currもサン
プリング点に追加される．その後，ステップ 2に戻り，応答曲面の精度を向上させる．

6. 最適解の選定:
収束した応答曲面を再度探索し，最終的な Pareto最適解集合 {p | p ∈ ΩPareto}を求める．最
終的な Pareto集合から，座屈シミュレーションに適した解を選択する．また，それらの統
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Table 3.5. Statistics of the p1 and p2 distributions in the case of p1 < p2.[69] Mean, standard deviation (s.d.),
and quartile in the RDF optimum region ( f3 < 0.1), the balanced region (0.1 ≦ f3 ≦ 0.5), and the γ optimum
region ( f3 > 0.5) in FIG. 3.2 (d)–(g) are summarized.

RDF optimum Balanced γ optimum
p1 p2 p1 p2 p1 p2

mean 0.455 0.668 0.595 0.729 0.647 0.800
s.d. 0.077 0.042 0.015 0.013 0.018 0.032
min. 0.310 0.496 0.558 0.705 0.610 0.746
25% 0.388 0.655 0.581 0.719 0.630 0.772
50% 0.467 0.682 0.597 0.728 0.646 0.797
75% 0.524 0.696 0.606 0.739 0.663 0.829
max. 0.576 0.722 0.622 0.757 0.678 0.855

計的分布も推定する．

3.3.3.4 CG力場の Pareto最適解セットと選択されたCGモデル

上記の多目的最適化アルゴリズムに基づき，Model 1の LJパラメータを補正する．p1 < p2
と p1 > p2 のそれぞれについて最適解を求める．ハイパーパラメータ α = 10と β = 106とし
た．Fig. 3.2 (a)-(c)に p1 < p2における応答曲面を示す．秩序変数，RDF，臨界角に対応する目
的関数 f1, f2, f3の最適範囲はそれぞれ (p1, p2) = (0.6, 0.7), (0.3, 0.5), (0.7, 0.85)程度であること
がわかる．各目的関数はそれぞれ異なる最適な範囲を持ち，それらの間にはトレードオフが存
在する．そのパレートフロントを Fig. 3.2 (d)-(g)に示す．Fig. 3.2 (e)に示すように， f2と f3は
逆相関である． f3＜ 0.1の領域は f2＞ 0.6に対応し， f3＞ 0.5の領域は f2＜ 0.3に対応する．臨
界角 γ > 49.5◦に相当する f3＜ 0.1の領域を γ最適領域と呼ぶことにする．γ < 45◦に相当する
f3 > 0.5の領域を RDF最適領域と呼ぶ．さらに，0.1 ≦ f3 ≦ 0.5の領域をバランス領域と呼ぶ．
各領域の p1，p2の統計量を Table 3.5に示す．
次に p1 > p2の場合の応答曲面を Fig. 3.3 (a)-(c)に示す．目的関数 f1, f2, f3の最適範囲は，そ
れぞれ (p1, p2) = (0.75, 0.6), (0.7, 0.4), (0.8, 0.6)程度であることがわかる．それぞれの目的関数
は異なる最適範囲を持ち，それらの間にはトレードオフが存在する．そのパレートフロントを
Fig. 3.3 (d)-(g)に示す．また，γ最適領域，RDF最適領域，バランス領域における p1, p2の統計
量を Table 3.6に示す．
次に，設定したハイパーパラメータ αと βの値の妥当性をするために，最適解 p = (p1, p2)

のハイパーパラメータ依存性を調べた．その結果は Table 3.7に示す通りである．設定したハ
イパーパラメータの範囲では，解は p1 < p2，p1 > p2ともに最適解を中心として |∆pi| ≤ 0.02
(i = 1, 2)の範囲にある．スカラー秩序変数 S，密度分布のピーク高さGpk

z ，臨界角 γなどのQoI
は |∆pi|の範囲ではQoIのターゲット値の範囲内であることから ( cf. Tables 3.11, 3.12 )ハイパー
パラメータ値 α = 10, β = 106の妥当性が確認された．
導き出された Pareto最適な CG 力場のセットは以下のようにまとめられる．分子内力場は

Table 3.2に示すように，柔軟なアルキル基の特性（WP型）と剛直なアルキル基の特性（NP型）
の 2種類を用意した．また，Model 1の分子間力場の補正パラメータとして，Table 3.5, Table 3.6
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Table 3.6. Statistics of the p1 and p2 distributions in the case of p1 > p2.[69] Mean, standard deviation (s.d.),
and quartile in the RDF optimum region ( f3 < 0.1), the balanced region (0.1 ≦ f3 ≦ 0.5), and the γ optimum
region ( f3 > 0.5) in FIG. 3.3 (d)-(g) are summarized.

RDF optimum Balanced γ optimum
p1 p2 p1 p2 p1 p2

mean 0.727 0.478 0.757 0.581 0.797 0.624
s.d. 0.019 0.045 0.012 0.030 0.009 0.008
min. 0.665 0.355 0.731 0.513 0.778 0.601
25% 0.717 0.450 0.748 0.556 0.792 0.619
50% 0.732 0.487 0.756 0.577 0.798 0.627
75% 0.740 0.513 0.765 0.608 0.804 0.630
max. 0.757 0.550 0.798 0.640 0.811 0.636

Table 3.7. Hyperparameter dependence of p1 and p2 solutions of the γ optimum region in case of p1 < p2 and
p1 > p2, respectively.[69]

Hyperparameter p1 < p2 p1 > p2
α β p1 p2 p1 p2
5 106 0.643 0.796 0.798 0.615
10 104 0.648 0.801 0.797 0.626
10 106 0.647 0.800 0.797 0.624
10 108 0.647 0.801 0.796 0.626
25 106 0.639 0.806 0.800 0.629
50 106 0.639 0.810 0.801 0.635

に示すように，頭尾対称性の高い領域（p1 < p2）及び頭尾対称性の低い領域（p1 > p2）それ
ぞれについて，γ最適領域，バランス領域，RDF最適領域の力場パラメータセットを用意した．
これらの力場を組み合わせて，スメクチック層の座屈不安定性や構造的特徴に合致する候補モ
デルを作成する．液晶のコンフォメーションにはアルキル鎖の柔軟性が重要な役割を果たすた
め [90]，分子内力場には柔軟な分子内力場，すなわちタイプ WP を採用する．分子間力場につ
いては，γ最適領域の力場パラメータが座屈変形による欠陥生成のメカニズムを調べるのに適
していると考えられる．理由は以下の通りである．バランス領域およびRDF最適領域の力場で
は，臨界角 γ < 40◦.あってもスメクチック系は融解し，複雑なテクスチャーを呈する．一方，γ
最適領域の力場では，トポロジカル欠陥の発生とともにスメクチック系が融解し，求める層の
融解現象が再現する．従って，p1＜ p2，p1＞ p2の各サブドメインにおいて，γ最適領域から力
場パラメータを選択することにした．各サブドメインの決定変数 pの最適範囲（cf. Table 3.7）
からそれぞれ (p1, p2) = (0.641, 0.806)及び (0.797, 0.631)とした．Table 3.8に示す p1 < p2領域
における力場は，頭尾対称性の高いモデルである．このモデルをModel 2と呼ぶ．Table 3.9に
示す p1 > p2領域における力場は，頭尾対称性の低いモデルである．このモデルをModel 3と
呼ぶ．
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Table 3.8. Parameters of LJ potentials (cf. Eq. (3.13)) for the intermolecular interactions of Model 2.[69] The
parameters of type WP in TABLE 3.2 are adopted as the intramolecular interactions (cf. Eq. (3.12)).

CG-CG σ ϵ CG-CG σ ϵ

(nm)
(
kJ ·mol−1

)
(nm)

(
kJ ·mol−1

)
CN-CN 0.314 2.559 CN-P3 0.360 1.980
P3-P3 0.468 0.946 CN-C6 0.374 1.460
C6-C6 0.487 0.922 CN-AL 0.350 2.063
AL-AL 0.377 2.074 P3-C6 0.469 0.469

P3-AL 0.433 0.555
C6-AL 0.373 0.827

Table 3.9. Parameters of LJ potentials (cf. Eq. (3.13)) for the intermolecular interactions of Model 3.[69] The
parameters of type WP in TABLE 3.2 are adopted as the intramolecular interactions (cf. Eq. (3.12)).

CG-CG σ ϵ CG-CG σ ϵ

(nm)
(
kJ ·mol−1

)
(nm)

(
kJ ·mol−1

)
CN-CN 0.314 3.182 CN-P3 0.360 2.208
P3-P3 0.468 0.946 CN-C6 0.374 1.628
C6-C6 0.487 0.922 CN-AL 0.350 2.035
AL-AL 0.377 1.623 P3-C6 0.469 0.469

P3-AL 0.433 0.491
C6-AL 0.373 0.732

3.4 結果及び考察: 導出されたCGモデルの性能
Table 3.10は，スカラー配向秩序変数 S，層臨界角γ，z方向のCN粒子の密度分布Gz(z)のピー

ク高さGpk
z に関して，Model 1, 2, 3の性能を示している．また，RDFの第 1及び第 2ピーク高

さ4g0(k) (k = 1, 2)についてのUAモデルとの差，および密度分布Gpk
z のUAモデルとの差4Gpk

z

も示す．また，Fig. 3.4にModel 1, 2, 3のそれぞれについて，密度分布Gz(z)を示す．Model 2,
3の S，RDF，Gz(z)等のQoIはModel 11に比べてターゲット値であるUAモデルの物理量に近
づいている．すなわち，補正後のModel 2, 3は，補正前のModel 1に比べて，UAモデルの構造
特性，秩序変数 S，層臨界角 γをより正確に再現していることが確認できる．
また，Model 2とModel 3について，導出されたパラメータセットの頑健性を検証するため，
それぞれの力場パラメータ近傍での QoI (S , γ,Gpk

z )の変動範囲を確認した．確認する範囲は，補
正係数パラメータ空間において，(p1, p2) = (pc1−0.02, pc2−0.02)から (pc1+0.02, p

c
2+0.02)である．

ここで，範囲の中心 (pc1, p
c
2)は，Model 2またはModel 3の補正係数である．評価範囲はTable 3.7

で示すハイパーパラメータが変化したときに取りうる (p1, p2)の範囲から決定された．Model 2,
3それぞれについて，Latin方陣によって評価範囲内の 9点を選択した．Table 3.11に示すように，
Model 2の QoIの変動範囲は，S = 0.678−0.703 (0.698), γ = 48−57 (55),Gpk

z = 10.5−11.0 (10.7)
であった．ここで，括弧内の数値はModel 2の QoIを示す．また，Table 3.12に示すように，
Model 3のQoIの変動範囲は，S = 0.651− 0.676 (0.661), γ = 48− 60 (53),Gpk

z = 9.7− 50.5 (10.1)
である．括弧内の値はModel 3のQoIを示す．QoIの変動は目標値 S = 0.6 − 0.7, γ = 50− 70を
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Fig. 3.4. Equilibrium states of the smectic layers: (a) shows the density distribution of CN particles along z
direction of Model 1 (cf. TABLE 3.3), (b) shows that of Model 2 (cf. TABLE 3.8), and (c) shows that of
Model 3 (cf. TABLE 3.9). The dashed line is the target distribution of the united-atom model, and the solid
line is the distributions of Model 1, 2, and 3.[69]

満たし，Gpk
z の変動比率は δGpk

z /G
pk
z < 0.01であった．これにより，Model 2, 3の力場パラメー

タの頑健性が検証された．
次に，このモデルが座屈変形やトポロジカル欠陥の発生に関する既知の特性 [17]を再現する

ことを示す．座屈変形のシミュレーションは，3.2節で述べたシミュレーション方法に基づい
て行う．系は x方向に歪み ϵ = 0.64まで圧縮すると，平坦な状態から正弦波形状となり，次第
にシェブロン形状となって，その頂点で曲率が集中する．シェブロン頂点の両側の層角度はそ
れぞれ一定で逆符号であり，シェブロン頂点の狭い領域で滑らかに変化している．このシェブ
ロン頂点付近の狭い領域は配向のミスオリエンテーション領域であり，ドメイン境界と考えら
れる．シェブロン頂点の曲率が臨界角に達したとき，トポロジカル欠陥がドメイン境界に生成
される．後述のModel 2, 3の結果と比較するため，IBI法で導出した LJポテンシャルを用いた
Model 1の変形挙動を検討した．シミュレーション結果を Fig. 3.5に示す．Fig. 3.5 (a)はスメク
チックセルを x軸方向に圧縮したときの応力-歪み曲線である．Fig. 3.5 (b)はひずみ ε = 0.16,

Table 3.10. Comparison of model characteristics.[69] The scalar orientational order parameter S , the peak
height Gpk

z of the density distribution, the layer critical angle γ, the RDF differences 4g0(k), (k = 1, 2) at
the first and second peak (cf. Eq. (3.16,3.18)), and density distribution difference 4Gz(z) (cf. Eq. (3.17)) of
Models 1, 2, and 3 (cf. TABLEs 3.3, 3.8, and 3.9) are summarized.

Model 1 Model 2 Model 3 Reference
S 0.758 0.698 0.661 0.6 − 0.7[83, 84]
γ 60◦ 55◦ 53◦ 50◦ − 70◦[17]

Gpk
z (nm−3) 13.6 10.7 10.1 -
4g0(1) 0.462 0.131 0.111 -
4g0(2) 0.006 0.002 0.004 -
4Gz(z) 0.600 0.257 0.189 -
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Fig. 3.5. Deformed states of the smectic layers obtained from Model 1 (cf. TABLE 3.3): (a) shows the stress-
strain curve (σxx − ε) of the smectic cell compressed along x axis, where σxx is the xx components of the stress
tensor, (b) shows the director angle distributions of the cell at the strain ε = 0.16, 0.32, 0.48, and 0.57, and
(c) shows the corresponding distributions of scalar orientational order parameter S , respectively.[69] Beyond
ε = 0.16, S drops at the apex, and the plastic regime emerges. At the strain ε = 0.57 (the critical angle around
θ = 60◦), dislocations are generated, and the director angle at the apex changes from 0◦ to 90◦.

0.32, 0.48, 0.57のときのセルの層角度分布 θ(x)，Fig. 3.5 (c)はそれに対応するスカラー方向秩
序変数の分布 S (x)である．S (x)と θ(x)は，P3-P3粒子間の分子長軸をベクトル dとし，配向秩
序テンソルQを Eq. 2.1で対角化し，分子ベクトルのアンサンブル平均を x軸に沿って 0.5 µm
間隔で計算することで導き出される．ひずみの増加に伴い，平坦形状から系はまず微小な振幅
で正弦波状に変形するが，系の応力-ひずみ関係は Figs. 3.5 (a)に示すような線形弾性領域に属
する．この領域での弾性は，荷重を取り除くと系が平坦な形状に戻ることで確認される．座屈
臨界歪み ε = 0.16を越えると，シェブロン形状に変化し，応力-歪み関係は線形領域からはず
れ塑性域に入る．Fig. 3.5 (c)に示すように，頂点部の層のスメクチック相が融解しているため，
頂点付近の秩序変数 S は S = 0.4-0.5と低くなっている．ε = 0.32では，Fig. 3.5 (b)のように
頂点の片側で θ ≈ 40◦ (= θ0)，反対側で θ ≈ −40◦ (= −θ0)にダイレクタの角度が分布しているこ
とが確認される．ドメイン境界領域では，θ0 → 0◦ → −θ0 とダイレクタの角度が変化している
ことがわかる．ひずみが ε = 0.57になると，ダイレクタの角度の分布は θ0 → 0◦ → −θ0 から
θ0 → 90◦ → −θ0 に急激に変化する．つまり，ε = 0.48-0.57付近でダイレクタの角度が z軸に平
行から垂直に変化していることがわかる．頂点の両側のダイレクタ角度は約±60◦であり，実験
結果 [17]と一致している．
これまで，欠陥の生成過程を実空間で記述してきたが，欠陥生成の状態を分類するために，
秩序変数空間で捉え，トポロジー理論 [47–50] に基づく分類を行う．秩序変数空間 M を M ={
S ei2θ | θ ∈ [0, π)

}
と定義する．ダイレクタの n = −nの同値性からダイレクタ角 θは 0から π

の値をとり，2θは 0から 2πの値をとる．このため，M を配向秩序変数 (S , 2θ)の極座標プロッ
トで表すことができる．Fig. 3.6 (a), (b)は，トポロジカル欠陥発生前後のシェブロン頂点付近
の ±3 µmの範囲に分布する配向秩序変数 (S , 2θ) の極座標プロットと，それに対応するスナッ
プショットである．欠陥が発生する前，配向秩序変数 (S , 2θ)はMの中心を中心とする上半円を
反時計回りに回転している．ひずみの増加に伴い，Fig. 3.6 (a)に示すようにシェブロン頂点に
−1/2のトポロジー電荷をもつディスクリネーションをもつ突起が現れて，頂点のスカラー秩序
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Fig. 3.6. Deformed states of smectic layers before and after dislocation generation for Model 1 (cf. TA-
BLE 3.3).[69] Panel (a) shows the polar plots of the orientational order parameter (S , 2θ) at ε = 0.48 and the
corresponding snapshot before dislocations are generated. Panel (b) shows the polar plots at ε = 0.57 and the
corresponding snapshot after dislocations are generated. The radial axis of the polar plots represents the scalar
order parameter S , and the angular axis represents the angle 2θ, i.e.,twice the director angle θ. The (S , 2θ)
rotates on the upper semicircle of M before dislocation generation, whereas it rotates on the lower semicircle
after dislocation generation.

変数 S は S = 0.5から 0.3へと減少している．それでも配向秩序変数 (S , 2θ)は上半円を反時計回
りに回転している．ε = 0.57で突起が成長し，他の層と接続し，Fig. 3.6 (b)のように −1/2ディ
スクリネーションをもつ突起を伴う転位が形成される．配向秩序変数 (S , 2θ)は下半円の上で時
計回りに反対方向に回転する．したがって，転位発生前後の変形状態を，配向秩序変数 (S , 2θ)
が上半円を反時計回りに回転しているか，下半円を時計回りに回転しているかで分類すること
ができる．
次に，Model 2, 3の変形挙動をModel 1と比較し，本研究の補正したモデルがより正確である
ことを確認する．Fig. 3.7は，高い頭尾対称性をもつModel 2（cf. Table 3.8）の変形結果である．
Model 2では，ε = 0.08で座屈遷移を起こして塑性変形に移行し，臨界応力はσc

xx = 2.5× 107 Pa
程度となり，Fig. 3.5に示すModel 1の σc

xx = 5 × 107 Paより小さくなっていることがわかる．
両モデルの臨界応力は，冒頭で述べた 10 µm厚のセルの臨界応力よりも大幅に大きくなってい
る．この乖離理由は次章で詳しく解析する．欠陥については，Fig. 3.8に示すように，突起が隣
接する層と接続し，突起を伴う転位が ε = 0.48で形成されている．これらはModel 1の転位と
同じタイプである．秩序空間Mの配向秩序変数 (S , 2θ)は，ε = 0.32で上半円を反時計回りに回
転し，ε = 0.48で下半円を時計回りに回転する．転位生成の前後で回転方向が逆になる．
Fig. 3.9は，頭尾対称性の低いModel 3（cf. Table 3.9）の変形結果である．ε = 0.08で座屈

遷移し，臨界応力は σc
xx = 2.2 × 107 Pa程度で，Model 2の結果と同様である．秩序空間 M上

の配向秩序変数 (S , 2θ)は，Fig. 3.10に示すように，ε = 0.32で上半円を反時計回りに回転し，
ε = 0.48で下半円を時計回りに回転していることがわかる．転位発生後の配向秩序変数 (S , 2θ)
の反転回転はModel 2と同じように現れる．しかし，転位の種類は異なる．高い頭尾対称性をも
つModel 2では，Fig. 3.9のように頂点で突起が成長し，突起による転位が生成している．これ
は 8CBのような無極性液晶の典型的な転位であり，実験結果 [17, 46–48,91, 92]と一致している．一
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Fig. 3.7. Deformed states of the smectic layers obtained from Model 2 (cf. TABLE 3.8):[69] (a) shows the
stress-strain curve (σxx − ε) of the smectic cell compressed along x axis, where σxx is the xx components of
the stress tensor, (b) shows the director angle distributions at the strain ε = 0.08, 0.32, 0.40, and 0.48, and (c)
shows the corresponding distributions of scalar orientational order parameter S , respectively. Beyond ε = 0.08,
S drops at the apex, and the plastic regime emerges. At the strain ε = 0.48 (the critical angle around θ = 55◦),
dislocations are generated, and the director angle at the apex changes from 0◦ to 90◦.

方，頭尾対称性の低いModel 3では，Fig. 3.10に示すように，層が頂点で切断され，層切断を
伴う転位が発生する．無極性液晶では層切断を伴う転位は観測されていないが，このような層
切断を伴う転位は強い極性を持つ脂質二重膜の実験結果と一致する [91]．
以上をまとめると，補正後のModel 2, 3は補正前のModel 1よりもスカラー配向秩序変数 S

と密度分布Gz(z)が目標値に近くなっていることが確認された．Model 1, 2, 3のすべてのモデル
は，シェブロン頂点での配向秩序の低下を伴うシェブロン形状への座屈遷移により，線形弾性関
係から塑性変形へ移行することがわかった．さらに，歪みが大きくなると，層の臨界曲率の超
過して，頂点付近の並進秩序が融解し，トポロジカル欠陥が発生することがわかった．Model 1
およびModel 2は，臨界角 γ = 55◦以上で突起を伴う転位の発生現象を再現し，臨界角も実験
値 50◦-70◦と一致する [17]．一方，Model 3では層の切断による転位の発生を再現する．以上か
ら，高い頭尾対称性をもつModel 2は，S やGz(z)などのQoIを再現するだけでなく，トポロジ
カル欠陥である転位を伴う座屈変形を再現するため，8CBのような無極性スメクチック液晶の
座屈不安定性を調べるのに最も適したモデルである．一方，頭尾対称性の低いModel 3は，極
性の大きい液晶に適したモデルである．Model 2とModel 3を比較すると欠陥の種類を制御す
る支配的な因子は，液晶分子の頭尾対称性と考えられ，次節において解析する．
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Fig. 3.8. Deformed states of smectic layers before and after dislocation generation for Model 2 (cf. TA-
BLE 3.8).[69] Panel (a) shows the polar plots of the orientational order parameter (S , 2θ) at ε = 0.32 and the
corresponding snapshot before dislocations are generated. Panel (b) shows the polar plots at ε = 0.48 for
Model 2 and the corresponding snapshot after dislocations are generated. The radial axis of the polar plots
represents the scalar order parameter S , and the angular axis represents the angle 2θ, i.e., twice the director
angle θ. The (S , 2θ) rotates on the upper semicircle of M before dislocation generation, whereas it rotates on
the lower semicircle after dislocation generation.

3.5 トポロジカル欠陥
3.5.1 概要
前述のように，座屈により層の融解が進むとトポロジカル欠陥が生成される．近年の透過型
電子顕微鏡や蛍光顕微鏡の進歩により，これらの欠陥の微視的状態の観察が可能になり，特異欠
陥中心の液晶配向が実験的に明らかにされつつある．既往文献 [17]は，スメクチック液晶のラメ
ラ構造の液滴の曲率を制御することで座屈状態を生じさせ，液滴のアスペクト比が大きくなり
曲率（曲げ角度）が臨界角 γ = 50◦-70◦を越えると，座屈頂点が融解し，ディスクリネーション
対（ディスクリネーションペア, disclination pair）を持つ転位（ディスロケーション, dislocation）
が発生するすることを見出した. また，コレステリック液晶を充填した Grandjean-Canoウェッ
ジ [47]でも同様の転位が蛍光顕微鏡で観察されている [46]．このため，座屈にともなうトポロジ
カル欠陥のメカニズムを実験と比較することが可能になりつつあり，CGMDを活用して微視的
視座から明らかにすることは重要である．
前節で得られた CG力場を用いた CGMDによる座屈シミュレーションの結果は以下である．
すなわち，圧縮歪みによって層の曲率が臨界値に達すると，スメクチック液晶のラメラ構造は
融解し，トポロジカル欠陥が発生する．これらの欠陥は，回転対称性を破る欠陥であるディス
クリネーションと，並進対称性を破る欠陥である転位（ディスロケーション）の 2種類に分類
される．本節では，このCGMDの結果をトポロジー理論 [47–50]を用いて秩序空間内での秩序変
数の動きとして捉え，発生したトポロジカル欠陥種類を決定する CG力場の支配因子を明らか
する．そして，欠陥の種類は，CG力場の頭尾対称性に依存し，頭尾対称性が高いほどディス
クリネーション対を伴う頂点部の突起の発生が支配的であり，頭尾対称性が低いほど層の切断
による転位の発生が支配的であることを説明する．
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Fig. 3.9. Deformed states of the smectic layers obtained from Model 3 (cf. TABLE 3.9): (a) shows the stress-
strain curve (σxx − ε) of the smectic cell compressed along x axis, where σxx is the xx components of the stress
tensor, (b) shows the director angle distributions of the cell at the strain ε = 0.08, 0.32, 0.40, and 0.48, and
(c) shows the corresponding distributions of scalar orientational order parameter S , respectively.[69] Beyond
ε = 0.08, S drops at the apex, and the plastic regime emerges. At the strain ε = 0.40 (the critical angle around
θ = 55◦), dislocations are generated, and the director angle at the apex changes from 0◦ to 90◦.

3.5.2 力場の対称性と欠陥の種類の関係
前述のように，Model2とModel3では転位の種類が異なり，モデル 2では突起による転位が
発生し，Model3では層の断絶による転位が発生する．Model2とModel3の違いは，力場パラ
メータで定義される分子の頭尾対称性の有無である．本研究では，トポロジー理論 [47–50] の観
点から，CGMDによって得られる力場と欠陥の種類の関係を議論する．以下，秩序変数空間
M =

{
S ei2θ | S = 1, θ ∈ [0, π)

}
,すなわち単位円について考察する．ディレクタ nはトポロジー理

論に従い，S = 1上の n = −n同値の単位ベクトルとして扱う．
まず，無欠陥状態のトポロジーを説明する．Fig. 3.11は，Model2のシェブロン頂点を中心とし
たループを持つ起伏層と，その秩序変数空間Mへのマッピングを示したものである．Fig. 3.11 (a)
は ε = 0.08におけるうねりのスナップショット，Fig. 3.11 (b)はシェブロン層の頂点付近のルー
プで，ループに沿って複数の点 a-fが記述されており，Fig. 3.11 (c)は秩序変数空間M上の対応
するループを示したものである．Fig. 3.11 (b)において，太い実線はCN粒子の密度が最大の領
域（以下CN層）を表している．また，点線はAL粒子の密度が最大の領域（以下AL層）を示
しており，これはCN粒子の密度が最小の領域である．楕円はそれらの領域上のCN粒子の層法
線方向を指す層角度と，AL粒子の層角度を示す．Fig. 3.11(b)に示すように，点 cと fの層角度
は欠陥発生前では共に θ = 0である．Fig. 3.11(c)の秩序空間M上で，層角度はAL層を反時計
回りに a→ b→ c→ dの順に回転し，ついでCN層を時計回りに→ d’→ f→ b’→ e→ d→ f→
bの順に回転している．したがって，ループの巻数，すなわちトポロジカル電荷はゼロである．
次に，Figs. 3.12，及び，3.13に基づいて，Model 2，Model 3のトポロジカル欠陥の動きを説
明する．Fig. 3.12に示すModel2の場合，層角は CN層上の点 fで θ = 90◦ ，AL層上の点 cで
θ = 0◦ である．Fig. 3.12 (c)に示す秩序空間 M上を，θ は AL層上を a→ b→ c→ dで反時計
回りに回転し，ついで CN層上の e→ f→で反時計回りに回転しつづける．すなわち，層角度
は反時計回りに 1周分だけ回転するので，CN層の分岐点付近（Fig. 3.12 (b)の塗りつぶした三
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Fig. 3.10. Deformed states of smectic layers before and after dislocation generation for Model 3 (cf. TA-
BLE 3.9).[69] Panel (a) shows the polar plots of the orientational order parameter (S , 2θ) at ε = 0.32 and the
corresponding snapshot before dislocations are generated. Panel (b) shows the polar plots at ε = 0.48 and the
corresponding snapshot after dislocations are generated. The radial axis of the polar plots represents the scalar
order parameter S , and the angular axis represents the angle 2θ, i.e., twice the director angle θ. The (S , 2θ)
rotates on the upper semicircle of M before dislocation generation, whereas it rotates on the lower semicircle
after dislocation generation.

角で示す箇所）に発生したトポロジカル欠陥のトポロジカル電荷は −1/2である．同様に，そ
の下の塗りつぶした丸で示す箇所に発生したトポロジカル欠陥のトポロジカル電荷は +1/2で
ある．転位の Burgersベクトル bは |b| = 5 − 3 = 2である．したがって，トポロジカル欠陥は，
±1/2のディスクリネーション対をもつ Burgersベクトル |b| = 2の転位とみなされる．Model3
では，CN層上の点 fとAL層上の点 cの層角は共に θ = 90◦である．層角は，CN層の点 a→ b
→ c→ dでは時計回りに回転し，AL層の点 e→ f→ aでは反時計回りに回転している．した
がって，ループの巻数，すなわちトポロジカル電荷は 0である．転位の Burgersベクトル bは
|b| = 3− 2 = 1である．したがって，層間剥離による転位は，ディスクリネーション対をもたな
いの Burgersベクトル |b| = 3 − 2 = 1の転位と考えられる．
以上をまとめると，Model2では±1/2のディスクリネーション対をもつBurgersベクトル |b| = 2
の転位がトポロジカル欠陥として発生する．一方，Model3ではディスクリネーション対をもた
ないの Burgersベクトル |b| = 3 − 2 = 1の転位がトポロジカル欠陥として発生する．このよう
に，分子の頭尾対称性は，変形時のトポロジカル欠陥の性質を決める重要な要素である．スメ
クチック SmAd 相の層は，分子が逆方向に並んだ分子ペアから構成されているため，無負荷状
態では２つのサブレイヤからなる層は頭尾対称性を持つ．しかし，大きな変形を与えると，隣
り合う分子ペアが欠陥の中心で解離し，頭部と尾部の非対称性が引き起こされる．したがって，
構成する単分子の頭尾対称性，すなわち，末端基 ( CN-CN, AL-AL)の LJポテンシャルのエネ
ルギーパラメータの値 ϵCN−CNと ϵAL−AL の対称性，すなわち比率 r = ϵCN−CN/ϵAL−AL がトポロジ
カル欠陥の種類を決定している．Model2とModel3ではそれぞれ r = 1.23と 1.96である．
また，異なる対称比（r = 1.01, 1.23，1.85，1.96，2.06，2.32）の力場について，発生するトポロ
ジカル欠陥の種類の比較を TABLE 3.13にまとめた．また，各モデルにおける層が融解した状
態のスナップショットを Fig.14に示す．r = 1.01 − 1.85の頭尾対称の力場では，回転対称性が
先に破れ，±1/2のディスクリネーション対をもつBurgersベクトル |b| = 2の転位が誘起される
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Table 3.11. Variations of QoIs such as the scalar orientational order parameter S , the layer critical angle γ, and
the density distributionGpk

z over the neighborhood of the force field parameters of Model 2 (cf. TABLE 3.8).[69]

The evaluation range is (p1, p2) = (pc1 − 0.02, pc2 − 0.02) to (pc1 + 0.02, pc2 + 0.02) in the parameter space of
the correction factor, where the center of the range (pc1, p

c
2) is the correction factor of Model 2. The 9 points

(Model 2A-2H) are selected based on the Latin square design and QoIs are calculated from each model. The
correction factor (p1, p2) and the energy parameters ϵCN,CN and ϵAL,AL are also shown in the table. The energy
parameters ϵP3,P3 and ϵC6,C6 are the same as those of Model 2, and the other energy parameters are calculated
with the correction factor pu(i)v( j) =

√pu(i)u(i)pv( j)v( j), where u(i) and v( j) are the types of the i-th and j-th CG
particles, respectively. The values of size parameters are the same as those of Model 2. The parameters of type
WP in TABLE 4.2 are adopted as the intramolecular interactions (cf. Eq. (3.12)).

Models Model 2 Model 2A Model 2B Model 2C Model 2D Model 2E Model 2F Model 2G Model 2H
p1 0.641 0.661 0.621 0.641 0.641 0.661 0.621 0.661 0.621
p2 0.806 0.806 0.806 0.826 0.786 0.826 0.786 0.786 0.826

ϵCN,CN kJ·mol−1 2.559 2.639 2.480 2.559 2.559 2.639 2.480 2.639 2.480
ϵAL,AL kJ·mol−1 2.074 2.074 2.074 2.125 2.022 2.125 2.022 2.022 2.125
S 0.698 0.691 0.678 0.703 0.688 0.687 0.683 0.686 0.692
γ 55◦ 57◦ 48◦ 53◦ 50◦ 53◦ 53◦ 55◦ 52◦

Gpk
z nm−3 10.7 11.0 10.5 11.0 10.6 10.9 10.6 10.7 10.8

ことが確認できる．一方，r = 1.96 − 2.32の比較的非対称な力場では，並進対称性が先に破れ，
層の切断によってディスクリネーション対をもたないのBurgersベクトル |b| = 3− 2 = 1の転位
が誘起されることが確認された．これらの結果は，異なる極性を持つ脂質二重膜の実験結果と
一致する [91]．以上により，座屈誘起のトポロジカル欠陥の性質を決定する分子力場の支配因子
の１つは構成分子の頭尾対称性にあり，頭尾部対称性が高いほど±1/2ディスクリネーション対
をもつ Burgersベクトル |b| = 2の転位が支配的であり，頭尾部対称性が低いほど層の切断によ
るディスクリネーション対をもたないのBurgersベクトル |b| = 3− 2 = 1の転位が支配的である
ことがわかった．

3.5.3 分子長とトポロジカル欠陥を伴う層の融解との関係
本研究では第 1論文 [18]において，分子長 a = 1.7-2.5 nmが異なる液晶分子に関して CGMD
による座屈のシミュレーションを実施し，層の融壊に及ぼす液晶分子の形状の影響を検討した．
その結果，その崩壊の臨界歪み scが構成分子の分子長に依存することを明らかにした．分子長
が長い程，臨界歪み scが大きく，トポロジカル欠陥の発生を伴う層の融解が起きにくいことが
わかった．層の融解の臨界点付近において分子長が長い程，シェブロン頂点付近でのスカラー
秩序変数 S の低下が小さく，分子長と先端幅の比が影響していると考えられる．
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Table 3.12. Variations of QoIs such as the scalar orientational order parameter S , the layer critical angle γ, and
the density distributionGpk

z over the neighborhood of the force field parameters of Model 3 (cf. TABLE 3.9).[69]

The evaluation range is (p1, p2) = (pc1 − 0.02, pc2 − 0.02) to (pc1 + 0.02, pc2 + 0.02) in the parameter space of
the correction factor, where the center of the range (pc1, p

c
2) is the correction factor of Model 3. The 9 points

(Model 3A-3H) are selected based on the Latin square design and QoIs are calculated from each model. The
correction factor (p1, p2) and the energy parameters ϵCN,CN and ϵAL,AL are also shown in the table. The energy
parameters ϵP3,P3 and ϵC6,C6 are the same as those of Model 3, and the other energy parameters are calculated
with the correction factor pu(i)v( j) =

√pu(i)u(i)pv( j)v( j), where u(i) and v( j) are the types of the i-th and j-th CG
particles, respectively. The values of size parameters are the same as those of Model 3. The parameters of
type WP in TABLE 4.2 are adopted as the intramolecular interactions (cf. Eq. (3.12)).

Models Model 3 Model 3A Model 3B Model 3C Model 3D Model 3E Model 3F Model 3G Model 3H
p1 0.797 0.797 0.797 0.817 0.777 0.817 0.777 0.817 0.777
p2 0.631 0.651 0.611 0.631 0.631 0.651 0.611 0.611 0.651

ϵCN,CN kJ·mol−1 3.182 3.182 3.182 3.262 3.102 3.262 3.102 3.262 3.102
ϵAL,AL kJ·mol−1 1.623 1.675 1.572 1.623 1.623 1.675 1.572 1.572 1.675
S 0.661 0.653 0.634 0.665 0.659 0.676 0.651 0.665 0.665
γ 53◦ 53◦ 54◦ 56◦ 55◦ 53◦ 55◦ 60◦ 54◦

Gpk
z nm−3 10.1 10.4 9.77 10.2 10.0 10.5 9.70 10.0 10.1

Table 3.13. Models of CG force fields with various head-tail symmetry ratio r = ϵCN−CN/ϵAL−AL to study the
relation between the molecular symmetry and the types of dislocations.[69] Type P of dislocations indicates the
dislocation with protrusion, and type D indicates the dislocation by layer disconnection. The correction factor
(p1, p2) and the energy parameters ϵCN,CN and ϵAL,AL are also shown in the table. The energy parameters ϵP3,P3
and ϵC6,C6 are the same as those of Models 2 and 3, and the other energy parameters are calculated with the
correction factor pu(i)v( j) =

√pu(i)u(i)pv( j)v( j), where u(i) and v( j) are the types of the i-th and j-th CG particles,
respectively. The values of size parameters are the same as those of Models 2 and 3. The parameters of type WP
in TABLE 4.2 are adopted as the intramolecular interactions (cf. Eq. (3.12)).

Models Model 4A Model 2 Model 4B Model 3 Model 4C Model 4D
r 1.01 1.23 1.85 1.96 2.06 2.32
p1 0.570 0.641 0.777 0.797 0.800 0.900
p2 0.871 0.806 0.651 0.631 0.600 0.600

ϵCN,CN kJ·mol−1 2.276 2.559 3.103 3.182 3.194 3.594
ϵAL,AL kJ·mol−1 2.241 2.074 1.675 1.623 1.544 1.544

Type of dislocations P P P D D D
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Fig. 3.11. Defect-free undulated layers of Model 2 (cf. TABLE 3.8).[69] Panel (a) shows a snapshot at ε = 0.08,
(b) shows the loop around the apex of the buckling layer, where several points a-f are described along the
loop, and (c) shows the corresponding loop in the order parameter space M, i.e., the circle S 1 of which the
angular axis represents twice the layer angle 2θ. The corresponding map of a-f points are shown in M = S 1.
In Panel (b), the thick solid line indicates the density maxima of CN particles, and the dotted line indicates
the density maxima of AL particles, which is equivalent to the density minima of CN particles. The ellipsoids
indicate the layer angles pointing in the direction of the layer normal of density maxima of CN particles and of
AL particles.

3.6 第3章の結論
Pareto集合に基づく多目的最適化により，スメクチック液晶の液晶分子の詳細を考慮しつつ，

座屈変形を再現する十分な精度を持つ CG力場を導出することができた．秩序変数，層融解の
臨界角，およびRDFを目的関数として，それらの応答曲面をGPにより推定し，得られた応答
曲面を探索空間としてGAを用いて Pareto最適解集合を求めた．Pareto最適解集合から，液晶
変形を評価するのに適した分子対称性の高い CG力場と分子対称性の低い CG力場をそれぞれ
選択した．得られたモデルは，座屈変形，スメクチック層の融解，トポロジカル欠陥を伴う変
形特性に関して既知の理論や実験を再現する．スメクチック液晶の座屈不安定性と欠陥発生を
CGMDで再現した研究は，知る限りにおいて，これが初めてである．最後に，本研究で得られ
た CGモデルを Table 3.14に，使用したライブラリを Table 3.15にまとめる．

Table 3.14. Summary of the derived CG models with respect to their characteristics and force field parameters
and the intermolecular potentials.[69] The parameters of type WP in TABLE 3.2 are adopted as the intramolec-
ular interactions (cf. Eq. (3.12)) for all models.

Characteristics Force field parameters
Model 1 model derived by the IBI method TABLE 3.3
Model 2 model that prioritizes the layer critical angle in p1 < p2 subdomain TABLE 3.8
Model 3 model that prioritizes the layer critical angle in p1 > p2 subdomain TABLE 3.9
Model 2A-2H models for validating the robustness of Model 2 TABLE 3.11
Model 3A-3H models for validating the robustness of Model 3 TABLE 3.12
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Fig. 3.12. Disclinations and dislocations of the lamellar system of Model 2 (cf. TABLE 3.8).[69] Panel (a)
shows the snapshot at ε = 0.64, and (b) shows the corresponding schematic of the dipole disclination pair
around the edge dislocation: the − 1

2 disclination located at the branching point of the layer (the triangular
point), and the + 1

2 disclination located between the branching point and the edge of the disconnection layer
(the circular point). Panel (c) shows the loop around the − 1

2 disclination, where several points a-f are described
along the loop ΓS, and (d) shows the corresponding loop ΓM on the circle S 1 of the order parameter space M.
In (b) and (c), the thick solid line indicates the density maxima of CN particles, and the dotted line indicates
the density maxima of AL particles, which is equivalent to the density minima of CN particles. The ellipsoids
indicate the layer angles pointing in the direction of the layer normal of density maxima of CN particles and of
AL particles. The corresponding map of a-f points are shown in Panel (d).

Table 3.15. List of the packages and libraries used in this chapter

Library name Contents URL
Gromacs MD and CGMD simulation https://www.gromacs.org/
VOTCA CGMD parameter extraction package https://www.votca.org/
VMD Visualization of molecular systems https://www.ks.uiuc.edu/Research/vmd/
Gpy Gaussian process python library http://sheffieldml.github.io/GPy/
Platypus Genetic algorithm python library for multiobjective optimization https://platypus.readthedocs.io/en/latest/
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Fig. 3.13. Disclinations and dislocations of the lamellar system of Model 3 (cf. TABLE 3.9).[69] Panel (a)
shows the snapshot at ε = 0.64, (b) shows the corresponding schematic of the dislocation, and (c) shows the
corresponding loop ΓM on the circle S 1 of the order parameter space M. In (b), the thick solid line indicates
the density maxima of CN particles, and the dotted line indicates the density maxima of AL particles, which
is equivalent to the density minima of CN particles. The ellipsoids indicate the layer angles pointing in the
direction of the layer normal of density maxima of CN particles and of AL particles. The corresponding map
of a-f points are shown in Panel (c).

付録 3.A Gauss過程とBayes最適化
本章ではGauss過程により目的関数の応答曲面を求め，Bayes最適化と組み合わせることで
効率的に予測の精度を高めた．ここで，Gauss過程とBayes最適化のアルゴリズムを説明する．

Gauss過程
汎関数空間に属するある関数 f (x)の確率密度が平均関数 µ,共分散関数（相関関数）K(x, x′)

をもつGauss分布，

P
[
f
] ∼ exp

[
−1
2

∫
dxdx′ ( f (x) − µ(x))† K(x, x′)−1 ( f (x′) − µ(x′))] , (3.28)

に従う時，そのような関数 f (x)の集合を Gauss過程という． f (x)を潜在関数という．共分散
K(x, x′)は第 2章で説明した Gauss模型における Green関数G0に相当し，Gauss過程に従う関
数 f (x)の特性が共分散関数 K(x, x′)により規定される．例えば

K(x, x′) = {Ki, j} = k(xi, x j), (3.29)

k(xi, x j) = θ1 exp
[
(xi − x j)2

θ2

]
,
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Fig. 3.14. Snapshots of dislocations of the symmetric and asymmetric force fields (cf. TABLE 3.13): (a)
Model 4A, (b) Model 2, (c) Model 4B, (d) Model 3, (e) Model 4C, and (f) Model 4D. It should be noted that
the head-tail symmetry ratio r = 1.01, 1.23, 1.85, 1.96, 2.06, and 2.32 for (a), (b), (c), (d), (e), and (f), where
r = ϵCN−CN/ϵAL−AL.[69]

とカーネル関数 k(xi, k j)を定める．ここで θ1, θ2はハイパーパラメータとする．この時，近距離
の相関しかもたないため，xと x′の距離が近いほど f (x)と f (x′)の相関が大きく，両者は近い
値をとる．
Bayes推論による確率過程の予測について考える．一般に，データD = {Y, X}が与えられた
時の点 (x∗, y∗)における予測値は

P
[
y∗|x∗,D

]
=

∫
d f P

[
y∗|x∗, X, f

]
P
[
f |D]

, (3.30)

で与えられる．ここで P [B|A]は Bの Aの元での条件付き確率を表し，P
[
f |D]はデータDが

与えられた時の Fの事後分布の確率過程である．
∫
d f は汎関数積分を表す．一般の確率分布で

は Eq. 3.30は可解ではないが，関数の確率分布がGauss分布に従う時は解析的に解くことがで
きる．
今，Gauss過程による予測値 (x∗, y∗)及びデータD = {X,Y}の同時分布関数を

P[y∗,Y|x∗, X] = N (0, K) , (3.31)

とする．N(·)はGauss過程を表し，共分散関数を行列 Kは

K =
Kx∗x∗ KXx∗

Kx∗X KXX

 ,
で表される．ここで KX,X は各要素が k[x, x′] (x ∈ X, x′ ∈ X）をとり，Kx∗,x∗は k[x∗, x∗]をとり，
Kx∗,X, KX,x∗は各要素が k[x∗, x] (x ∈ Xをとる．この時，条件付き確率分布である予測分布は

P
[
y∗|x∗,D]

= N (µ∗, σ∗) , (3.32)
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であり，

µ∗ = Kx∗,XK−1X,XY, (3.33)

σ∗ = Kx∗,x∗ − Kx∗,XKX,XKX,x∗,

となる．これにより y∗の推定，及び µ∗やσ∗の推定が可能となる．

Bayes最適化
Bayes最適化とは繰り返しの最適解探索において前述のGauss過程を用いて少ないサンプリ

ング回数で効率的に最適解の推定を行う手法である．探索にはGauss過程で得られた µやσを
用いた獲得関数により，次のサンプリングデータの決定する．獲得関数は，最適解に近いとこ
ろに高い評価を与える”活用”と，まだ探索されていない領域に高い評価を与える”探索”の
バランスのとれた関数が望ましい．獲得関数には Probability of improvement (PI)，Expected of
improvement (EI)，Upper confidence bound (UCB)など様々な関数があるが，ここではEIについ
て説明する．
EIでは次のステップのサンプリングデータが今までの最適値を改善する確率とどれだけ改善
するかの改善量を掛け合わせた改善期待値を評価する．今までの最適解を f (x∗)とすると，次
のステップでの改善量 I(x)は

I(x) = max
[
µ(x) + σ(x)z − f (x∗), 0

]
, (3.34)

P(z) = N(0, 1),

で与えられる．この時，改善量 I(x)の期待値 EI(x)は分布関数 φ(z)を用いて，

EI(x) =
∫ ∞

−∞
dz I(x)φ(z), (3.35)

φ(z) =
1
√
2π

exp
(
−z2/2

)
,

で与えられる．式変形により，最終的に EI(x)は

EI(x) = (µ − f (x∗))Φ
(
µ − f (x∗)

σ

)
+ σφ

(
µ − f (x∗)

σ

)
, (3.36)

で与えられる．ここでΦ[z]は累積分布関数であり，

Φ(z) = 1 −
∫ ∞

z
dz ϕ(z), (3.37)

で与えられる．この EI(x)が最大になる点 xを次の探索点とする．
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第4章 CGMDが示す特異粘弾性のスケーリ
ングに基づくスメクチック液晶の座
屈遷移モデル

4.1 第4章の概要
本章では代表的なスメクチック液晶材料である 4’-octyl-4-biphenylcarbonitrile，いわゆる 8CB

の実際の微細構造に基づいて，CGMDによりスメクチック液晶の座屈不安定性を引き起こす支
配要因を考察する．本研究の CG力場は，トポロジカル欠陥の発生を含む座屈特性を正確に記
述するために最適化され，検証されている．この力場を用いてCGMDシミュレーションを行う
ことにより，高周波数振動領域における揺らぎによる特異粘弾性的な力学的挙動を明らかにし，
臨界座屈不安定性にどのように影響するかを検討する．次に，シミュレーション結果を基に，繰
り込み群を用いて結合定数がひずみ速度とドメインサイズに依存するスケーリングモデルを構
築する．このモデルは，圧縮弾性率 Bや座屈遷移の臨界ひずみ scなどの物理量を，10 µm, 10−1

- 107 s−1の時空間スケールまで予測することが可能である．最後に，既存の実験結果との整合
性により本モデルを検証する．

4.2 第4章の背景と目的
本章ではCGMDシミュレーションによるスメクチック液晶の微視的な座屈挙動解析について

説明する．前章で獲得した機械学習による多目的最適化した CGMD力場を用いて，CGMDに
よる座屈シミュレーションを行ったところ，スメクチック液晶は，弾性と流体の両方の性質を
持つ特異的な粘弾性挙動が明らかになった．このような特異的な粘弾性的挙動は第 2章で説明
した従来の連続体理論（平均場近似）では十分に考慮されていない．したがって，スメクチッ
ク液晶の特異粘弾性特性を正確に再現するための変形理論の再構築が必要である．
これまで，スメクチック液晶の座屈不安定性に関しては，弾性連続体モデルで扱った報告が
ほとんどである [32–34]．既往事例 [33]では，スメクチック液晶の弾性モデルが提案され，そのモ
デルを用いて，層に垂直な方向に拡張歪を加えた場合の臨界座屈遷移が解析されている．臨界
ひずみ sc が層と平行なセルサイズ Lに依存し，sc ∼ 1/L2で表され，セルサイズ Lが大きくな
ると，ひずみ scが小さくなることが示されている．このモデルでは，スメクチック液晶を均質
な弾性媒体として扱っている．しかし，スメクチック液晶は均質ではなく分離した層で構成さ
れており [93–95]，各層の力学的・熱的揺らぎとの相関を考慮する必要がある．別の事例 [95]では，
qxを波数ベクトル q = (qx, qz)の層の面内成分，LP

x は層の面内相関長としたとき，層揺らぎは
無限波長極限 1/qx � LP

x ∼ 10 nmでは協同的に振る舞うと報告されている．一方で，1/qx ∼ LP
x
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の短波長領域では，各層は無相関で独立に振る舞い，臨界歪み scは層数 Nに依存することが示
されている．従って，座屈モデルには臨界歪みの層数 Nへの依存性を考慮する必要がある．
また，座屈転移は臨界点 s = scを持つので，平坦相から座屈相への臨界遷移とみなすことが

できる．このため，くりこみ群の方法 [26, 27]やスケーリング法 [28, 29]を用いて，臨界座屈遷移を
解析することが可能である．既往研究事例 [96]では，グラフェンのような薄い弾性膜における
座屈遷移のスケーリング理論が報告されており，熱揺らぎの短波長スケールを積分して結合定
数にくり込むWilson流の繰り込み群の方法によって，弾性結合定数のスケール依存性が導出さ
れている．また，別の事例 [12, 13, 97] は，スメクチック液晶の圧縮弾性率 Bと曲げ弾性率 Kのス
ケール依存性が異なる熱揺らぎのモード間の非線形結合に起因することを明らかにされ，繰り
込み群の方法を用いて解析されている．また別の事例 [98]は，スメクチック液晶が熱揺らぎ以
外のランダムノイズにさらされると，結合定数 Bと Kが既往文献 [12, 13]とは異なるスケーリン
グ則に従うことが指摘されている．
さらに，いくつかの研究は，周囲の流動場の影響を受けた場合における，スメクチック液晶
の座屈不安定性に焦点を当てている [23–25,99–103]．既往事例 [99] では，スメクチック液晶層と平
行に流れるせん断流の下で平均場近似流動モデルを用いて座屈不安定性が研究され，流れに
よる座屈遷移の臨界流速が推定されている．一方，周囲の流れ場は揺らぎを抑制する効果もあ
る [25, 102, 103]．既往事例 [25]は，ネマチック相からスメクチック相への相転移点付近において，ネ
マチック液晶内において局所的に形成されたスメクチックドメインに対するせん断流の影響が
調べられている．時間依存Ginzburg-Landau方程式（TDGL方程式）[104]を用いて，せん断流動
下における液晶の相関関数G (q)，あるいは構造因子 S (q)が計算され，大きなDeborah数 ṡτ > 1
の場合は揺らぎが大きく抑制されることが見出されている．ここで ṡはせん断速度，τは液晶
の緩和時間である．また，歪み速度 ṡに対する揺らぎの減少が，ṡ−2/3に従うことが示されてい
る．また，別の事例 [103]は，2次元のO(2)モデルに対して，TDGLとモンテカルロシミュレー
ションを用いてせん断流下における秩序変数の相関関数Gθθ が調べられ，せん断流の影響によ
り秩序変数の揺らぎが抑制されることが明らかにされている．これらの報告では，せん断流に
よる座屈不安定性の臨界挙動が主な関心事であるため，揺らぎの非線形効果は無視されている．
したがって，これらのモデルでは，せん断流が誘起する項以外の結合定数は異常なスケーリン
グ挙動を示さない．
上記のように，既存の報告では，スメクチック液晶の座屈遷移に弾性モデルや流体モデルが
用いられている．しかし，以下の点でそれらが既存の理論や実験結果 [12, 13, 16, 38–44] 及び本研究
の CGMDシミュレーションの結果と対応していないことを本研究では発見した．主な相違点
は，既存の理論や実験結果 [12, 13, 16, 38–44]及び我々の CGMDのシミュレーション結果において，
スメクチック液晶が座屈遷移時に粘弾性挙動を示すこと，すなわち，弾性率 Bと臨界ひずみ sc
がともにひずみ速度依存性を示すことである．前述の弾性体モデルでは，Bと scのひずみ速度
依存性は見られない．流体モデルにおいても，既往研究では，周囲のせん断流による座屈不安
定性に限られ，圧縮流や伸長流が座屈遷移に与える粘弾性的な影響については議論されていな
い．これは，熱揺らぎとの非線形結合を含む前述のスメクチック液晶の粘弾性モデル [16, 44] に
おいても同様である．これは，粘弾性特性が発現する周波数領域でのスメクチック相の内部状
態のダイナミクスを特定することが困難であることに一因があると考えられる．一方で，超音
波周波数領域での振動は，前述のように様々な産業応用 [30, 105–108] において実際に用いられる．
このため，これまでの実験では解明が困難であった，スメクチック液晶の粘弾性臨界座屈遷移
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Fig. 4.1. (a) Schematic diagram of smectic Ad cell and its constituent 8CB molecule.[109] A single molecule
consists of a cyano-biphenyl group by three types of CG particles CN, P3, and C6, and an alkyl group by AL
particles. Each layer consists of two sublayers to form the double-layered Sm-Ad phase. Molecules are aligned
in the opposite directions in the two sublayers, where the weakly bound AL-AL pair is placed outside the layer
and the strongly bound CN-CN pair is placed in the center of the layer. The definition of xyz coordinate of the
system, that of layer angle θ, and that of chevron tip are also shown in the figure. (b) W = ln P in the buckling
phase. The average layer angle θ0 is defined by the layer angle corresponding to the maximum value of W. The
interfacial free energy Fint is calculated by Fint = Wmax − Wmin ,where Wmin and Wmax are the minima near
θ = 0◦ and maxima near θ = ±θ0, respectively. (c) Relation between stress σ and strain s: the empty circles
represent s-σ curve, the empty squares represent s-d2σ/ds2, and the solid line represents the linear regression
line of s-σ in the range of s < sc. We define the compression modulus B as the slope of the linear regression
line, and the critical strain sc as s at the peak of s-d2σ/ds2 nearest to the peak of s-σ. The extracted values of
B and sc are shown in the figure.

を CGMDによりシミュレーションすることは重要な課題である．
本章では代表的なスメクチック液晶材料である 4’-octyl-4-biphenylcarbonitrile，いわゆる 8CB
の実際の微細構造に基づいて，CGMDによりスメクチック液晶の座屈不安定性を引き起こす支
配要因を考察する．本研究の CG力場 [69]は，トポロジカル欠陥の発生を含む座屈特性を正確
に記述するために最適化され，検証されている．この力場を用いて CGMDシミュレーション
を行うことにより，超音波振動領域において，スメクチック液晶の層の内部構造の揺らぎを含
む力学的挙動を明らかにし，臨界座屈不安定性にどのように影響するかを検討する．次に，シ
ミュレーション結果を基に，結合定数がひずみ速度とドメインサイズに依存するスケーリング
モデルを構築する．このモデルは，圧縮弾性率 Bや座屈遷移の臨界ひずみ scなどの物理量を，
10 µm, 10−1 - 107 s−1の時空間スケールまで予測することが可能である．最後に，既存の実験結
果との整合性により本モデルを検証する．

4.3 CGMDによる座屈シミュレーション
4.3.1 シミュレーション方法
まず，座屈の挙動を正確に記述するために最適化された 8CBの粗視化力場 [69]を用いて，座

屈不安定性のCGMDシミュレーションを行う．CGMDシミュレーションにはGROMACS[75]を，
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分子の可視化にはVMD[110]を用いる．Fig. 4.1 (a)に示すように，シミュレーションモデルはシ
アノビフェニル基とアルキル基を表す 4つのCG粒子からなり，xy平面に単位長 Lの周期を持
つ N層セルを構成する．各層は 2層のサブレイヤーからなりスメクチック Sm-Ad相を形成し
ている．2つの層において分子は相対して配列し，弱い結合のAL-AL対は層の外側に，強い結
合の CN-CN対は層の中央に配置されている．その結果，層間相互作用は層内相互作用よりも
弱くなる．このことは，連続体モデルで予想される均質なバルク構造とは異なる．シミュレー
ションの条件は文献 [69]と同じである．y方向は固定境界条件，z方向はNPT条件で，x方向の
ひずみ速度 ṡ = 1.78 × 105-28.5 × 105 s−1でセルを圧縮する．圧縮開始時に Sm-Ad相を維持する
ために，初期設定として約 10◦の正弦波形状の層を配置する．次に，温度 300 K，圧力 105 Pa
で，Langevin熱浴を用いて，x，y方向の境界条件を固定し，結合時間 1 fsでNPTアンサンブ
ルで平衡化する．熱浴の制御条件は，秩序変数と拡散係数が既存の実験とシミュレーションの
結果 [76, 78, 83, 84]と一致するように決定する．圧力は weak coupling algorithm[68]を用いたバロス
タット (barostat)により，圧縮率 10−5 bar−1，結合定数 1 nsで制御される．バロスタットの制御
条件は，文献 [111, 112]にあるサブミクロン厚のセルの液晶緩和時間 τ = 0.1-1 µsを再現するよう
に決定した．平衡化後，セルを x方向に圧縮し，ひずみ速度 ṡ = 1.78 × 105 - 28.5 × 105 s−1 (例
えば，L = 14 nmのセルでは 2.5 - 40 nm/µs)で圧縮する．圧縮は s = 0.20から 0.40のひずみま
で 150から 1500 nsかけて行い，応力-ひずみ関係や秩序変数の分布を推定する．
次に，スメクチック液晶の並進秩序パラメータ uと配向秩序パラメータ Qを定義する．ス
メクチック液晶は，前述のように，1次元の周期的な層構造を持つ複雑性流体であり，その各
層は 2次元の流体として振る舞う．スメクチック層の秩序変数として，平面状態からの変位場
u =

(
ux, uy, uz

)
と定義する．ここで，uxと uyは層の面内変位場，uzは層の面外変位場であり，こ

こでは uxと uyのアンサンブル平均のみを考慮し，揺らぎ成分を積分して除去する．uxと uyの
アンサンブル平均は層変形時のひずみに相当する．この時，uzはスメクチック液晶の唯一の有
意な変位パラメータであり，一次元層構造の並進対称性を表す秩序変数と考えられる．以下，uz
を uと呼ぶ．変形したスメクチック液晶の密度は秩序変数 uを用いて次のように記述される．

ρ [z] = ρ0 + ρ1Re exp
[
iq (z − u)] , (4.1)

ここで，qは波数 q = 2π/d，dは層間間隔である．また，層角度 θは．

θ =

√(
−∂u
∂x

)2
+

(
−∂u
∂y

)2
, (4.2)

と定義される．さらに，配向秩序変数テンソルQは

Q = 〈d ⊗ d − 1
3
I〉 = S

(
n⊗ n− 1

3
I
)
, (4.3)

と定義される．ここで，〈x〉は xのアンサンブル平均を，dは分子主軸を表す．局所配向秩序パ
ラメータ Q (x, y) は，x，y方向に 0.2 µm間隔で ±0.2 µmの範囲内で各領域について抽出する．
スカラー配向秩序変数 S はQの最大固有値から得られ，また，液晶のダイレクタ nは対応する
固有ベクトルから求めることができる．ダイレクタの z軸とのなす角は Sm-A相の場合は層角
度 θと一致する. Fig. 4.1 (b)は歪みが座屈相の時の，層角度 θの分布 P (θ)の対数値W = log P
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を表す．正負左右のWの極大値における層角度が平均層角度 θ0を表す．また，θ = 0を軸に分
布が正負対称になることから，層が圧縮されうねりが大きくなると，うねりの頂点であるシェ
ブロン頂点（chevron tip)を境界にして θ > 0の領域と θ ≤ 0の領域にドメインが分かれる．そ
のため，シェブロン頂点付近にドメイン境界が形成される．そのドメイン境界の界面自由エネ
ルギー Fintは θ = 0付近の極小値Wminと θ = ±θ0付近の極大値Wmaxから Fint = Wmax −Wmin が
計算される.
次に，CGMDの結果から圧縮弾性率 Bと臨界ひずみ scを抽出する手順を説明する．Fig. 4.1 (c)

は応力 σと歪み sの関係を表したもので，中抜きの丸は s-σ曲線，中抜きの四角は s-d2σ/ds2，
実線は s < scの範囲でフィッティングした s-σの直線回帰線を表している．この直線回帰線の
傾きを圧縮弾性率 Bとし，s-σ曲線のピークに最も近い s-d2σ/ds2ピークにおける歪み sを臨界
ひずみ scと定義する．
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4.3.2 シミュレーション結果

Fig. 4.2. Stress-strain curves of the smectic cells under the conditions of (a) N = 4, L = 14, 21, 28 nm, and
ṡ = 1.78 × 105 to 28.5 × 105 s−1, and (b) L = 14 nm, (c) L = 21 nm, and (d) L = 28 nm for N = 4, 8, 12, and
ṡ = 7.12 × 105 to 28.5 × 105 s−1, where N indicates the number of layers, L indicates the unit cell size, and ṡ
indicates the strain rate.[109]

4.3.2.1 応力ー歪み関係

Fig. 4.2は，y方向に固定境界条件，z方向に自由NPT境界条件を設定し，x方向に圧縮した場
合の応力-ひずみ関係を示したものである．応力-ひずみ曲線は，歪みが小さいときは歪みが増
すにつれて応力も増し，弾性的な性質を示す．Fig. 4.2 (a)より，応力-ひずみ関係のセルサイズ
依存性は小さく，各サイズの臨界ひずみ scはほぼ同じであることがわかる．一方，応力-ひずみ
曲線は，ひずみ速度依存性が大きい．ひずみ速度が大きくなると，曲線は特異的な粘弾性的な
挙動を示し，臨界点付近でオーバーシュートしている．また，Figs. 4.2 (b), (c), (d)より，応力ー
歪み関係は層数 Nに強く依存していることがわかる．このように，上記の CGMDの結果から，
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応力-ひずみ関係および臨界ひずみ scはセルサイズ Lにはあまり依存せず，ひずみ速度 ṡと層数
N に依存することがわかる．この結果は，臨界歪み scが sc ∼ q2c ∼ 1/L2 いうセルサイズ依存性
を持つ従来モデルとは大きく異なる．液晶のような緩和時間の遅いソフトマターでは，秩序変
数と外部刺激が非線形に結合しているため，ひずみ速度が緩和周波数に近づくと，応力-ひずみ
関係は特異的な粘弾性的挙動を示すようになる．従来の連続体モデル [32, 33]では，この依存性
が考慮されていない．また，ひずみ速度 ṡ = 1.78 × 105 s−1での臨界応力 σc = 107 Paの CGMD
による推定値は，理論値σc ∼ 104 Pa[10, 11]よりはるかに大きい．また，圧縮弾性率はCGMDに
より B ∼ 108 Paと見積もられ，実験値 B = 106-107[9]の 10-100倍である．そこで， 4.5.2節で
スケーリング理論を用いて，臨界応力 σc と圧縮弾性率 Bを実験条件の時空間スケールに外挿
する．

4.3.2.2 層角度のひずみ速度依存性

Fig. 4.3. Distributions of layer angle and the corresponding snapshots of buckling states of the four-layered
cell of L = 28 nm compressed at lower strain rates of ṡ = 1.78× 105 s−1, when the strains are s = (a) 0.085, (b)
0.17, and (c) 0.255, respectively.[109]

次に，層角のひずみ速度依存性を説明する．Fig. 4.3と Fig. 4.4はそれぞれ，単位セルサイズ
L = 28 nmの 4層セルを低歪み速度と高歪み速度で圧縮したときの，層角度の分布とそれに対
応する座屈状態のスナップショットである．低歪み速度の場合，圧縮初期は Figs. 4.3 (a)のよう
に初期形状を保ち，ひずみが s > sc (sc = 0.085− 0.17)を超えると Fig. 4.3 (b)のように平坦相か
ら座屈相に遷移することがわかる．さらに歪みが大きくなると，Fig. 4.3 (c)に示すようにシェ
ブロン状に変形する．一方，高歪み速度の場合，Fig. 4.4からわかるように，歪み速度が低い
場合に比べ，圧縮が誘起する流れ（以下，圧縮誘起流）により層のうねりが抑制されているこ
とがわかる．この場合，歪みが s = 0.085 − 0.171の範囲では，セルは平坦相のままである．さ
らに，Fig. 4.3 (c)に示すように，低歪み速度の場合，L = 28 nmにおいてうねりのドメインサ



第4章 CGMDが示す特異粘弾性のスケーリングに基づくスメクチック液晶の座屈遷移モデル69

Fig. 4.4. Distributions of layer angle and the corresponding snapshots of buckling states of the four-layered
cell of L = 28 nm compressed at higher strain rates of ṡ = 28.5 × 105 s−1, when the strains are s = (a) 0.085,
(b) 0.17, and (c) 0.255, respectively.[109]

イズは x方向では LP
x = Lであり，y方向では LP

y = L/2である．一方，L = 14 nmと 21 nmの
場合は，図には示していないが，ドメインサイズは LP

y = Lとなり，ユニットセルサイズと一致
する．この傾向は高歪み速度の場合も低歪み速度の場合と同様である．Fig. 4.5は Figs. 4.3及
び 4.4の層角度分布について，層角度 θを x軸とする，θの確率密度のLogプロットである．(a)
は s = 1.78× 105 s−1で圧縮した場合であり，(b)は歪み速度 s = 28.5× 105 s−1で圧縮した場合で
ある．また，Fig. 4.6は Fig. 4.5から計算した平均層角度 θ0及び界面自由エネルギー Fintの歪み
s依存性である．応力－歪み曲線から抽出した臨界歪み scを合わせて付記した．平均層角度 θ0

は臨界歪みを超えた座屈相において，歪みと θ0 − sの線形関係が見られる．一方，界面自由エ
ネルギー Fintは正弦波的な変形からシェブロン形状の変形になるに従って増加し，シェブロン
形状になると，ドメイン境界が安定し，Fint が一定になる．以上から，応力－歪み関係から求
めた臨界歪み sc以上の場合の座屈相においては，シェブロン頂点付近にドメイン境界が形成さ
れ，各ドメインは平均層角度 ±θ0を中心に分布する．また，臨界歪み s = sc付近では θ0は歪み
sと線形関係があることがわかる．

4.3.2.3 層角度分布の層数依存性

前述のように，CGMDで計算される応力-歪み関係は，セルサイズ Lには依存せず，層数Nに
依存する（Fig. 4.2 (c), (d)参照）．層数が N = 4から 8, 12と増加するにつれて，臨界ひずみ sc，
臨界応力 σc ともに増加する．このため，従来の連続体モデルによる推定は，本研究の CGMD
の結果と整合しない．この原因を理解するために，4層および 8層のセルの各層の層角分布を
調べる．Fig. 4.7は，歪み s = 0.253，セルサイズ L = 14 nmのときの変形のスナップショットで
ある．各層のシェブロン先端の位置は中抜きの円で示した．4層セルの場合，各層のシェブロン
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Fig. 4.5. Strain dependence on the layer angle distribution of a four-layer cell of L = 28 nm[109] under the
conditions of (a) ṡ = 1.78 × 105 s−1 and s = 0.085-0.255, and (b) ṡ = 28.5 × 105 s−1 and s = 0.082-0.253,
respectively.

先端は z方向に一様に分布し，その x座標は同じ位置にある．一方，8層セルでは，各層のシェ
ブロン先端は z方向に正弦波状に分布していることがわかる．このことは，z方向の周期的な単
位長が十分長い場合，各層が協調して座屈することが困難であることを示唆している．Fig. 4.8
は，4層構造セルの各層の層角度平面分布の等高線図を示す．圧縮条件は ṡ = 7.12 × 105 s−1で，
臨界ひずみは ṡ = 7.12 × 105 s−1である．平坦相では θ = ±15◦の小領域が各層にランダムに分
布し，大きさも異なる（Fig. 4.8(a), (c), (e)）のに対し，座屈相では各層の領域境界が x方向中
央付近で同じ位置にある（Fig. 4.8(b), (d), (f)）．このように，平坦相では各層が協調して座屈
することが困難であるが，8層セルではそれがより顕著になる．Fig. 4.9は，4層セルと同じ圧
縮条件下での 8層セルの各層の層角度平面分布の等高線図である．Fig. 4.9(a), (c), (e)に示すよ
うに，平坦相では s = 0.171 で層角分布が層ごとに異なり，座屈相では s = 0.253においても
Figs. 4.9(b), (d), (f)のように層ごとに領域境界が異なることがわかる．これは，層数の増加によ
り協調的な座屈が難しくなっていることを示す．

4.3.3 座屈シミュレーションのまとめ
CGMDシミュレーションにより，座屈遷移の臨界ひずみ scは，ひずみ速度 ṡが液晶の緩和周

波数 f = 106-107 s−1と同じ範囲にある場合に，強く依存することが明らかになった．また，応
力-歪み曲線，圧縮弾性率 B，層角度 θもこの周波数領域で強い歪み速度依存性を持つ．これは，
スメクチック液晶が複合流体であり粘性と弾性を併せ持つことに起因し，特異的な挙動を示す
と考えられる．さらに，この周波数領域では，層間の協調座屈が起こりにくく，臨界ひずみ ṡ
は層数 Nに大きく依存する．従来のスメクチック液晶の弾性モデル [32, 33]では，これらの効果
が考慮されておらず，この依存性を説明することができない．そのため，臨界ひずみ scのひず
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Fig. 4.6. Strain dependence of the layer angle distribution and interfacial energy of a four-layered cell with
L = 28 nm under the conditions of (a) ṡ = 1.78 × 105 s－ 1, (b) ṡ = 28.5 × 105 s－ 1. [109] The critical strain sc
is added in each figure.

み速度 ṡと層数 N依存性を説明できる新しいモデルが必要である．一方，CGMDから計算され
た臨界応力 σcと圧縮弾性率 Bは，既存の実験値 [10, 11]よりはるかに大きい. これは，圧縮の周
波数範囲がシミュレーションと実験とで異なるためである．そこで，スケーリング理論に基づ
き，実験に対応した周波数領域での臨界応力 σcと圧縮弾性率 Bを推定し，実測との整合性を
確認する．以下の節で，これらの点について述べる．

4.4 スメクチック液晶の粘弾性座屈遷移モデル
前節で述べたように，歪み速度 ṡを周波数に換算した時にその周波数がスメクチック液晶の
緩和周波数に近い周波数領域では，ひずみ速度 ṡが大きくなるにつれて，臨界ひずみ scが増加
する（Fig. 4.2参照）．第 2章 2.3節で説明した従来の LdGモデル [32]の自由エネルギーは歪み
速度に依存しないため，Fig. 4.2に示す特異的な粘弾性特性を説明できない．また，第 2章 2.5
節で説明した複素弾性率モデル [45]においても，うねりの非線形性は熱揺らぎとの結合として
とりいれられ，流れ場との結合は考慮していない．本節では，スメクチック液晶の特異粘弾性
挙動を説明する新たな座屈遷移モデルを導出する．また，臨界歪み sc，圧縮弾性率 B，相関長
（ドメインサイズ）LP

xが満たすべき，歪み速度 ṡ，セルサイズ L，層数 Nに対するスケーリング
則を求める．

4.4.1 座屈誘起流による特異粘弾性モデル
本節では，LdGモデルに揺らぎの効果を取り込み，メゾスケールのスメクチック液晶の動的
挙動を記述するモデルを構築する．これは，既往文献 [25]に記載されたせん断流中のスメクチッ
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Fig. 4.7. Deformation of (a) the four-layered and (b) eight-layered cells at s = 0.253 with L = 14 nm and
ṡ = 7.12 × 105 s−1.[109] The locations of the chevron tips on each layer are indicated by empty circles.

ク液晶の揺らぎモデルを一般的な速度勾配テンソルを持つ流れに適用したもので，本論文にお
けるスメクチック液晶のメゾスケールの動的挙動を記述する基本モデルである．

流動を考慮しないスメクチック液晶の動的モデル

最初に揺らぎや流動を考慮しない場合の動的モデルを説明する．以下，簡単のため系を x-z
軸をもつ 2次元とし，x軸を層に平行な方向，z軸を層に垂直な方向とする．de Gennesはスメ
クチック液晶の自由エネルギーを 2.1節で述べたスメクチック液晶の秩序変数である変位 uを
用いて

F =
1
V

∫
x∈Vd

dxdz f , (4.4)

f =
1
2
B

∂uz
∂z
− 1
2

(
∂uz
∂x

)22 + 1
2
K

(
∂2uz
∂x2

)2
,

と定式化した．ここで f は自由エネルギー密度であり，x, y軸は層に平行方向に z軸は層に垂
直方向に設定する．Bは層に垂直方向の圧縮弾性率であり, Kは曲げ弾性率であり，Vは系の体
積である．層法線方向の圧縮弾性エネルギーを表す第一項では，uzの z方向の平衡状態からの
変位として ∂uz/∂zの代わりに uzz = ∂u/∂z − 1/2 (∂u/∂x)2が用いられている. これは uzzがスメク
チック層のグローバルな回転に対して不変であるためである．静的な挙動は自由エネルギーを
最小することで得られ，以下の Euler-Langrange方程式で表される．

g = −δF
[
ϕ
]

δϕ
= −

∑
α∈D

Nϕ∑
i=0

(−1)i∂iα
∂ f

∂
(
∂iαϕ

) = 0. (4.5)

ここで，D = {x, z}，Nϕは Fにおける ∇iϕの iの最大次数であり，∂α = ∂/∂αを表す．gは自由
エネルギー密度 Fの一般化力密度（generalized force density）であり次のように与えられる．

g = B
∂2u
∂z2
− K

∂4u
∂x4
− B

(∂u
∂z

) (
∂2u
∂x2

)
+ 2

(
∂u
∂z

) (
∂2u
∂x∂z

)
− 3
2

(
∂u
∂x

)2 (
∂2u
∂x2

) . (4.6)
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Fig. 4.8. Layer angle distributions of (a), (d) 1st, (b), (e) 2nd, and (c), (f) 3rd layer in the four-layered cell
at strains of (a), (b), (c) s=0.171 and (d), (e), (f) s=0.253, respectively.[109] The cell with L = 14 nm is
compressed with ṡ = 7.12 × 105 s−1. The contour lines of θ = 0o and θ = ±15o are labelled to represent the
domain boundaries.

また，揺らぎを考慮しない場合の系の動力学的挙動は以下の異方性の流体方程式で表される．

vz =
∂uz
∂t
, (4.7)

ρ
∂vz
∂t
=

∑
α∈D

∂σzα

∂α
+

∑
α∈D

∑
β∈D

ηzαzβ
∂2vz
∂α∂β

,

ここでD = {x, z}であり，vzは流速，ρは密度，ηzαzβは異方性粘性係数である．Eq. 4.7の第 2
式の右辺の第 1項は非散逸的な項であり，第 2項は散逸的な項である．β = δ = xの粘性率のみ
を考える場合，ηzxzx = η3であり，Harvard表記でいう η3に一致する．また，σ = {σαβ}（α ∈ D,
β ∈ D）は応力テンソルであり，σzβは uz,β = ∂uz/∂βの共役として以下の Fの汎関数微分で与え
られる．

σzz =
δF
δuz, z

= B
∂uz
∂z
− 1
2

(
∂u
∂x

)2 , (4.8)

σzx =
δF
δuz, x

= −K ∂

∂x

(
∂2u
∂x2

)
− B

∂uz
∂z
− 1
2

(
∂u
∂x

)2 (∂u
∂x

)
.

これより，一般化力密度 gと応力テンソルσの間に

g =
∑
α∈D

∂σzα

∂α
, (4.9)

の関係がなりたつため，Eq. 4.7の第 2式の右辺の第 1項は一般化力密度 gに等しい．また，非
圧縮条件 ∑

α∈D

∂vz
∂α
= 0, (4.10)
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Fig. 4.9. Layer angle distributions of (a), (d) 2nd, (b), (e) 4th, and (c), (f) 6th layer in the eight-layered cell
at strains of (a), (b), (c) s=0.171 and (d), (e), (f) s=0.253, respectively.[109] The cell with L = 14 nm is
compressed with ṡ = 7.12 × 105 s−1. The contour lines of θ = 0o and θ = ±15o are labelled to represent the
domain boundaries.

を課す．
∂vz/∂t = 0の定常状態を考える．秩序変数 uzを uと記す．また，粘性係数として η3のみを考

え，β = δ = xとする．この時，Eq. 4.7は(
η3
∂2

∂x2

)
∂

∂t
u = g [u] , (4.11)

となり，形式的に
∂

∂t
u =

(
η3
∂2

∂x2

)−1
g [u] , (4.12)

とかける．x, z軸に対応する波数を q = (q, k)とすれば，Eq. 4.12の Fourier変換は uの Fourier
係数を ũq,kとし，gの線形部のみの Fourier係数 g̃q,k = −

(
Bk2 + Kq4

)
ũq,k = −Γq,k ũq,k を用いると，

∂

∂t
ũq,k = −

Bk2 + Kq4

η3q2
ũq,k, (4.13)

となる．これより，系の減衰時定数はモード q = (q, k)に依存し，

τq,k =
η3q2

Bk2 + Kq4
, (4.14)

で与えられる．

座屈誘起流による特異粘弾性モデルの基礎方程式

以上のように，系が変形を伴わない場合は系の動的挙動はEq. 4.7で与えられるが，変形を伴
う場合は，修正が必要となる．今，変形による変形勾配テンソルをS，変形速度勾配テンソル
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を Ṡとすると，点 r = (x, z)は δr = Srだけアフィン変形をし，V = (Vx,Vz) = Ṡr+ (0, vz)の流速
をもつ．特に変形の周波数が液晶の周波数 τ−1q,k と同程度である場合は，秩序変数である層の変
位 uは減衰する前に移流して保存する．このため，Eq. 4.7に移流項を追加する必要がある．ま
た内部の変形速度をグローバルな変形勾配テンソルS，及び変形速度勾配テンソル Ṡで表した
ため，削減した自由度は揺らぎ hとして方程式に追加する必要がある．以上を考慮すると，変
形を伴う場合のスメクチック液晶の動力学を表す Eq. 4.12の拡張モデルは Langevin系の場の理
論で以下のように与えられる．

∂

∂t
u + Vx

∂

∂x
u + Vz

∂

∂z
u =

(
γ
∂2

∂x2

)−1
g [u,S] + h. (4.15)

尚，本節以下，粘性係数を γ = η3で表す．また，その Fourier変換は

∂

∂t
ũq,k + i

(
Ṽqq + Ṽkk

)
ũq,k = −µq,kΓq,k [S] ũq,k + h̃q,k, (4.16)

µq,k =
1
γq2

,

で与えられる．ũq,k, Ṽq, Ṽk, h̃q,kはそれぞれ u, Vx, Vz, hの Fourier係数である．µq,kはOnsagerの
運動学的係数（kinetic coefficient）である．揺らぎ h̃q,kは第 2種揺動散逸定理より

〈h̃q,kh̃q′,k′〉 = 2µq,kδ
(
q + q′

)
δ
(
k + k′

)
, (4.17)

を満たす．以上の導出から分かる通り，Eqs. 4.15, 4.16は変形勾配テンソル Ṡに依存する非散逸
の移流項と，変形テンソルSに依存する散逸項との競合過程を表現できる．変形テンソルS及
び変形勾配テンソル Ṡの両方に依存する点で，特異粘弾性を表現するモデルといえる．
次に具体的に，2次元の xz空間に埋め込まれたスメクチックセルを考える．ひずみ速度ベク
トル ṡは次式で与えられる．

ds/dt = (ṡx, ṡz) = (−ṡ, ṡ) . (4.18)

ここで tは時間であり, ṡ = ds/dtである. Poisson比 ν = 1とした．高ひずみ速度では，面外変
位場 uは面内のディレクタ nが平衡に達する前に u (x, z, t + δt) = u(x − ṡxxδt, z − ṡzzδt, t) とし
て移動する．物質微分を用いると，変位場 uの流体力学的運動方程式は Eq. 4.15から時間領域
Ginzburg-Landau方程式に従う．(

η3
∂2

∂x2

) [
∂

∂t
+ ṡxx

∂

∂x
+ ṡzz

∂

∂z

]
u = g + h. (4.19)

ここで gは 2.3.2節のEq. 2.19で定義された一般化された熱力学的力場密度であり，ṡxx ∂
∂x + ṡzz

∂
∂z

は移流項である．hは層内のランダム揺らぎを表し，Markov-Gauss性をもつ．以下 gとして非線
形項は摂動として結合定数に繰り込むため，線形項のみを考える．このとき，移流項は Fourier
変換により

ṡxx
∂

∂x
u + ṡz

∂

∂z
u → −ṡx

∂

∂k

(
kũq,k

)
− ṡz

∂

∂q

(
qũq,k

)
, (4.20)

= −ṡxk
∂

∂k

(
ũq,k

)
− ṡzq

∂

∂q

(
ũq,k

)
,
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と変換される．等号は非圧縮条件 ṡx + ṡz = 0を用いた．これより，Eq. 4.19の Fourier変換は次
のように表される．[

∂

∂t
− ṡxq

∂

∂q
− ṡzk

∂

∂k

]
ũq,k = µq,kg̃q,k + h̃q,k, (4.21)[

∂

∂t
− ṡxq

∂

∂q
− ṡzk

∂

∂k

]
ũq,k = −µq,k

(
Bk2 + Kq4 − ∆q2

)
ũq,k + h̃q,k

= −µq,kΓ̃(0)q,kũq,k,

µ−1q,k = γq2,

ここで ũq,k, g̃q,k, and h̃q,kは波数 q = (q, k)の揺らぎモードの Fourier係数を表す. µq,kは運動学的
係数（kinetic coefficient）いわゆるOnsager係数である．G̃(0)

q,kをフローがない場合の相関関数と
して，Γ̃(0)q,k = 1/G̃(0)

q,kでありフローがない場合の頂点関数と呼ぶ．また，第 2種揺動散逸定理によ
れば，ランダムゆらぎ hは，その分散は以下のように表現される．〈

h̃q,kh̃−q,−k
〉
= 2µq,k. (4.22)

ここで 〈A〉は物理量 Aのアンサンブル平均である．kBT = 1とする．kBは Boltzmann定数，T
は絶対温度である．
流動がない場合，Eq. 4.21より

ũq,k (t) =
∫ t′

0
dt′ exp

[
− (

t − t′) µq,kΓ̃(0)q,k

]
h
(
t′′

)
, (4.23)

から，緩和時間 τq,kは次式で与えられる．

τq,k =
1

µq,kΓ̃
(0)
q,k

=
γq2

Bk2 + Kq4 − ∆q2 . (4.24)

また，Eq. 4.21に ũq,kを乗じ，時間で積分すると，t → ∞の定常状態で，

G̃(0)
q,k =

〈
ũq,k (t)2

〉
=

∫ t′

0
dt′

∫ t′′

0
dt′′ exp

[
− (

2t − t′ − t′′) µq,kΓ̃(0)q,k

]
× 〈

h
(
t′
)
h
(
t′′

)〉
(4.25)

→
2µq,k

2µq,kΓ̃
(0)
q,k

=
1

Γ̃
(0)
q,k

,

より，Γ̃(0)q,kG̃
(0)
q,k = 1が再現する．流動を受ける場合の頂点関数を Eq. 4.21より

Γ̃q,k = Γ̃
(0)
q,k − µ

−1
q,k ṡxq

∂

∂q
− µ−1q,k ṡzk

∂

∂k
, (4.26)

と定義すると，流動がない場合の導出と同様にして相関関数 G̃q,k =
〈
ũq,kũ−q,−k

〉
が満たす次式が

導かれる [23–25,103]． [
Γ̃
(0)
q,k − µ

−1
q,k ṡxq

∂

∂q
− µ−1q,k ṡzk

∂

∂k

]
G̃q,k = 1. (4.27)



第4章 CGMDが示す特異粘弾性のスケーリングに基づくスメクチック液晶の座屈遷移モデル77

Eq. 4.27は，スメクチック液晶の圧縮誘起流体に対する挙動を決定する相関関数 G̃q,kの基本式で
あり，この式は，圧縮誘起流下でのスメクチック液晶の動的挙動を決定する．Eqs. 4.21及び 4.27
から，Fourier空間上の G̃q,k =

〈
ũq,kũ−q,−k

〉
は次式を満たす．[

µq,kΓ̃
(0)
q,k − ṡxq

∂

∂q
− ṡzk

∂

∂k

]
G̃q,k = µq,k. (4.28)

ここで

Γ̃
(0)
q,k =

1

G̃(0)
q,k

= Bk2 + Kq4 − ∆(0)q2, (4.29)

∆(0) = 2Bs,

及び

τq,k =
1

µq,kΓ̃
(0)
q,k

=
γq2

Bk2 + Kq4 − ∆(0)q2 , (4.30)

µ−1q,k = γq
2.

ここで，kBT = 1とし，絶対温度 T は結合定数に組み込む．kBはBoltzmann定数である．Γ̃(0)q,k

及び G̃(0)
q,kはそれぞれ，流れがない場合の頂点関数と相関関数である．µq,k, γ, B,及び Kは運動学

的係数，粘性係数，圧縮弾性率，及び曲げ弾性率である．散逸項 µq,kΓ̃
(0)
q,k は減衰率を表し，その

逆数が緩和時間 τq,kである．一方，非散逸項 −ṡxq∂/∂q− ṡzk∂/∂kは秩序変数の移流を表す．本式
には非線形効果が含まれていないが，非線形揺らぎの効果は 4章で結合定数に繰り込む．従っ
て散逸項と非散逸項をもち，揺らぎとの非線形結合を結合定数に繰り込んだ Eq. 4.28は座屈に
よる圧縮誘起流中のスメクチック液晶の特異粘弾性的挙動を表す基本方程式となる．

相関関数（Green関数）

次に，式 4.28において，摂動展開を行い相関関数 G̃q,kを求める．G̃q,kを ṡの冪乗で摂動展開
し，1次摂動 G̃q,k = G̃(0)

q,k + G̃
(1)
q,kまで考えると次式が導かれる．

G̃(0)
q,k =

1

Γ̃
(0)
q,k

, (4.31)

G̃(1)
q,k =

 ṡγq2
Γ̃
(0)
q,k

(
k
∂

∂k
− q ∂

∂q

) 1

Γ̃
(0)
q,k

.

そして，相関関数の逆数である流れの下の頂点関数 Γ̃q,kは，次式のように記述される．

Γ̃q,k = G̃−1q,k =
1

G̃(0)
q,k

1 − G̃(1)
q,k

G̃(0)
q,k

 = Bk2 + Kq4 − ∆q2 + Σṡq,k, (4.32)

Σṡq,k = −
(
Γ̃
(0)
q,k

)2  ṡγq2
Γ̃
(0)
q,k

(
k
∂

∂k
− q ∂

∂q

) 1

Γ̃
(0)
q,k

.
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ここで Σṡq,k は自己エネルギーであり，流れに起因する移流項と層揺らぎとの間の相互作用を表
す．Γ(0)q,kは qの 2次式なので，自己エネルギー Σṡq,kの最低次数は q2であり，

Σṡq,k =
1
2
∆ṡ
q,kq

2 + Aq,kq4 + · · · , (4.33)

のように展開される．ここで ∆ṡ
q,kと Aq,kは圧縮誘起流の自己エネルギーの展開係数である．q2

より高次の項を無視すると，自己エネルギーの 1次項 Σṡ(1)q,k は次式で記述される．

Σ
ṡ(1)
q,k =

1
2
∆

ṡ(1)
q,k q

2, (4.34)

∆
ṡ(1)
q,k = 2B

(
ṡτq,k

) (kq
)2
+ 2s

 .
ここで，∆ṡ(1)

q,k は波数依存性をもつ自己エネルギー結合定数である．上式を導くとき，曲げエネ
ルギー Kq4/2は Γ(0)q,kの他の項より小さいので摂動に寄与しないと仮定した．この時，結合定数
∆

ṡ(1)
q,k は無次元Deborah数De = ṡτq,kで決定される．さらに∆ṡ(1)

q,k /Bは ṡγ/B，q/k, s.のような無次
元量から構成される．たとえ摂動展開に高次の項が含まれていても，結合定数は 1次の摂動と
同じ変数に依存すると考える．したがって，波動ベクトルに依存する結合定数 ∆ṡ

q,k は無次元ス
ケーリング関数 ϕを用いて次のように記述することができる．

∆ṡ
q,k = Bϕ

 ṡγB , qk ,
√

K
B
k, s

 , (4.35)

ここで，無次元変数
√
K/Bk を導入して，結合定数の波数依存性を表現した．異方性比 q/kと

無次元波数
√
K/Bkはセルサイズ Lxと層数 Nに依存するので，∆ṡ

q,kを qと kに積分することで
実効結合定数 ∆ṡを求めることができる．したがって，実効結合定数 ∆ṡは，別のスケーリング
関数Φを用いて次のように記述することができる．

∆ṡ = BΦ
[
ṡ
ṡ0
,
N
N0
,
Lx

L0

]
. (4.36)

ここで ṡ0, N0, and L0は各変数の単位スケールであり，また，szは ṡ � szとして省略した．以
下，簡単のために単位スケール x0 = 1 (x0 ∈ {ṡ0, N0, L0})とする．圧縮誘起流が層変動を抑制す
る CGMDの結果から判断すると，結合定数は ∆ṡ > 0である．
導き出された結合定数∆ṡを用いて，最終的に移流項の導入により補正された相関関数を以下
のように記述することができる．

G̃q,k =
1

Bk2 + Kq4 − ∆q2 , (4.37)

∆ = 2Bs − ∆ṡ.

ここで ∆はいわゆる質量項であり，系の臨界挙動を制御する．∆ṡ > 0は圧縮誘起流の自己エネ
ルギーの結合定数である．
Eq. 4.37は，平坦相ではひずみ sが大きくなると層揺らぎが大きくなり，それに伴い G̃q,kの
分母がゼロに近づくことを示している．しかし，ひずみ速度 ṡが増加すると，流動効果による
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自己エネルギー Σṡq,k = ∆ṡq2/2が増加し，揺らぎが抑制されることも示している．圧縮誘起流に
よる移流項と層のランダムな揺らぎとの結合により，層が局所的に変形する．特に，液晶の緩
和周波数に近い高周波領域（Deborah数 De = ṡτq,k ∼ 1）で流れが発生した場合，層内のダイレ
クタが動き出す前に，各層がランダムに動きはじめるため，各層のうねりの位相差が大きくな
る（Eq. 4.34参照）．Eq. 4.37は，この効果を圧縮誘起流れの自己エネルギー Σṡq,kと圧縮による
Bsq2の揺らぎエネルギーの競合によって表している．

自由エネルギー，臨界ひずみ，相関長

Eq. 4.37から，流れの効果を取り入れたこのモデルの有効自由エネルギーは，Fourier空間で
次のように記述される．

F =

∫
(q,k)∈Λ

dk
2π

dq
2π

f̃q,k, (4.38)

f̃q,k =
1
2
Bs2 +

[
1
2
Bk2 +

1
2
Kq4 − 1

2
∆q2

]
ũ2q,k

−1
2
B
˜(

∂u
∂z

) (
∂u
∂x

)2
+
1
8
B

˜(
∂u
∂x

)4
,

∆ = 2Bs − ∆ṡ.

ここで積分はΛ = [Λx,Λ0] × [Λz,Λ0]の範囲で行う．上限値Λ0 = π/aは層厚などの分子スケー
ルの逆数で，aは層厚，下限値 (Λx, Λz)はΛi = π/LP

i (i ∈ {x, z})で表される最低モードのうねり
の波数ベクトルである．LP

i は後述する相関長である．Eq. 4.38より，臨界ひずみ scは

sc = s0c + δsc, (4.39)

s0c = 2kcλ, λ =

√
K
B
, kc =

π

Lz
, qc =

√
kc
λ
,

δsc =
∆ṡ

B
= Φ [ṡ,N, Lx] ,

と求まる．ここで s0c iは流れがないときの臨界ひずみ，Lzはセル厚，δscはひずみ速度 ṡ , 0で
流れのある場合における臨界ひずみの増分である．臨界ひずみの増分 δscは∆ṡと同じスケーリ
ング関数Φ [ṡ,N, Lx]で表される．
次に，うねりの基底長であるドメインサイズを決定する面内 LP

x，及び面外相関長 LP
z について

考察する．Eq. 4.39から k2 = λq4を用いれば Bk2/2 = Kq4/2である．このため，Eq. 4.38で表さ
れる有効自由エネルギーにおいて，圧縮エネルギーが支配的である場合も曲げエネルギーが支
配的である場合も，支配的なエネルギーは Kq4/2で表される．したがって，自由エネルギーの
秩序変数を層角度 θ̃ = qũとした場合，

(
Kq2/2

)
θ̃2を微分項，∆θ̃2/2を質量項とした時の Landau

理論の自由エネルギーと一致する．このため相関長 ξは，

ξ =

√
2K
|∆| , (4.40)
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となる．ドメインサイズを相関長とすると，流れがない場合は

LP
x = ξ ∼

√
λLz, (4.41)

LP
z = Lz,

と表され，相関長はセルの厚さ Lzに依存する．一方，流れがある場合は，

|∆| ∼ ∆ṡ = BΦ [ṡ,N, Lx] , (4.42)

を用いると，相関長はスケーリング関数Φによって

LP
x ∼ λΦ [ṡ,N, Lx]−1/2 , (4.43)

LP
z ∼ λΦ [ṡ,N, Lx]−1 ,

と表される．CGMDの結果（cf. Fig. 4.3）から，L > LP
y の場合，y方向の面内相関長は LP

y =

14-20 nm，B = 107 Pa, K = 10−10 N, λ =
√
K/B = 3 nm を用いて面外相関長は LP

z = (LP
y )

2/λ ∼
100 nmと推定される．この推定値LP

z ∼ 100 nmは，既存の実験文献 [112]にある緩和時間τq,k = 0.1-
1.0 µsの液晶セル厚 Lz = 90-240 nmに相当する．このことから，シミュレーションセルの実効
的な厚さは LP

z ∼ 100 nmであることがわかる．

4.4.2 繰り込み群による揺らぎに対する結合定数の補正
この節では,繰り込み群の方法 [26, 96, 98]を用いて,前節で無視した自由エネルギーの非線形項
を結合定数に繰り込む. これにより，結合定数はスケールに依存するようになる．本研究では
結合定数のループ展開の方法として文献 [32, 45]の方法を採用し，計算手順の物理的意味を直感
的に理解できるようにした．これにより場の理論の Feynmanダイアグラムによる摂動展開との
対応関係がわかりやすくなる．以下，裸の結合定数を {B0,K0,∆0}，スケール依存性をもつ結合
定数を {B(l),K(l),∆(l)}または単に {B,K,∆}と表記する．
自由エネルギー密度 f をひずみ sz = sに対して微分し，揺らぎを平均化すると，応力σは次
のように表される．

σ = B0

sz − 〈
1
2

(
∂u
∂x

)2〉 . (4.44)

第 2項は層角度揺らぎ θ = −∂u/∂xの影響を表し，揺らぎが大きくなると有効圧縮弾性率 BRは
小さくなる．このため，応力-ひずみ曲線は，この非線形項の影響により線形関係から外れる．
層角度揺らぎの平均は次のように表される．〈 ˜1

2

(
∂u
∂x

)2〉
= χBσ, (4.45)

ここで χBは外部応力 σに対する層角度揺らぎの応答関数であり，〈Ã〉は Fourier空間上の物理
量 Aのアンサンブル平均を表す．式 4.44から，

B (l) =
B0

1 + B0χB
= B0 − B2

0χB = B0 + δB, , (4.46)
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となる．ここで δB = −B2
0χBが揺らぎによる Bの補正項である．揺動散逸定理を用いて応答関

数は

χB =

〈
1
2

˜(
∂u
∂x

)2 [
q, k

] 1
2

˜(
∂u
∂x

)2 [−q,−k]〉
∣∣∣∣∣∣∣∣
q=0,k=0

(4.47)

=

〈
1
4

(
q′ + q

)2 (−q′)2 G̃q′+q,k′+kG̃−q′,−k′ +
1
4

(
q′

)2 (−q′ + q)2 G̃q′,k′G̃−q+q′,−k′+k

〉∣∣∣∣∣∣
q=0,k=0

,

と表される．ここで q = (q, k)は揺らぎの波数ベクトルであり，繰り込み条件より q = 0を課す．
(q′, k′)は全波数で積分するための被積分用の波数ベクトルである．ここで (q′, k′)を改めて (q, k)
と表す．また，第 2章の Eq. 2.87で表された周波数依存性を表すスケール因子 Re

[
Dp,q (t)

]
∼

exp (−ṡτ)の影響は，簡単のため ṡτ ∼ 0として省略する．これより揺らぎによる補正項 δBは

δB = −B2χB = −2
∫
(q,k)∈Λ

dk
2π

dq
2π
× 1
4
B2q4G̃q,kG̃−q,−k, (4.48)

と表される．積分はΛ = [Λx,Λ0] × [Λz,Λ0]の範囲で行う．上限値Λ0 = π/aは分子スケールの
逆数（aは分子サイズ），下限値 (Λx, Λz)は最低モードのうねりの波数ベクトルで Λi = π/LP

i

(i ∈ {x, z})で表される．LP
xは相関長である．以下，Λ0を紫外（UV）カットオフ，ΛxとΛzを赤

外（IR）カットオフと呼ぶことにする．上式は文献 [113]における Fig. 6 (a)の Feynmanダイア
グラムに対応する．
今，B0k2 + K0q4 > ∆0q2を仮定し，Eq. 4.37を ∆0q2で展開すると，静的相関関数 G̃q,kは

G̃q,k = G̃0
q,k +

(
G̃0

q,k

)2
∆0q2, (4.49)

と近似される．ここで，
G̃0

q,k =
1

B0k2 + K0q4
, (4.50)

である．これより揺らぎによる補正 δBは

δB = −2
∫
(q,k)∈Λ

dk
2π

dq
2π
× 1
4
B2q4

[(
G̃0

q,k

)2
+ 2

(
G̃0

q,k

)3
∆0q2

]
, (4.51)

と求められる．Eq. 4.51において，第 1項は圧縮が小さい場合の揺らぎによる圧縮率 Bの補正
であり，第 2項は圧縮が大きい場合の補正である．ここでは，この第 2項のみを考慮し，歪み s
及び歪み速度 ṡによる揺らぎが圧縮弾性率 BRへ及ぼす寄与を検討する．これは第 1項の表す熱
揺らぎの効果を無視することに相当する．Γ(·)をガンマ関数として，Eulerのベータ関数の公式∫ ∞

0
dk

kd−1

(a2 + k2)n
=

1
2
Γ (n − d/2)Γ (d/2)
Γ (n) (a2)(n−d/2)

, (4.52)

を用い，kは [−∞,∞]の範囲で積分すると Eq. 4.51の揺らぎによる補正 δBは

δB = −Γ (5/2)Γ (1/2)
(2π)2 Γ (3)

∆0

B2
0

1
λ5

∫ Λ0

Λx

dq q−4 × B (4.53)

= − 1
32π
∆0

(
B0

K5
0

)1/2
Λ−30

[
(Λx/Λ0)−3 − 1

]
B

= −CBg0
[
(Λx/Λ0)−3 − 1

]
B,
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である．ここでCBは定数である．また g0は

g0 = ∆0

(
B0

K5
0

)1/2
Λ−30 , (4.54)

であり，臨界座屈転移の特徴を決定する有意な無次元パラメータである．これより δB/B ∼
(1/Λx)3 = L3

x で長さの 3乗に比例して揺らぎにより圧縮弾性率 Bが小さくなる．結合定数 B
は次式で表される．

B = B0 + δB = B0 − B2χB (4.55)

= B0 −
1

32π
∆0

(
B0

K5
0

)1/2
Λ−30

[
(Λx/Λ0)−3 − 1

]
B.

Eq. 4.55及び Eq. 4.37の∆0 = 2B0s−∆ṡから，揺らぎの増加に従い B→ B0 − B2χBとなり，圧縮
誘起流により揺らぎが抑制される場合は B→ B0となることがわかる．さらに，Bk2+Kq4 ∼ ∆q2
で Bは発散する．従って， δB = −χBB2は系の特異な粘弾性を表現している．また，文献 [98]は
乱れたポテンシャル ∆中のスメクチックの弾性特性の繰り込み群解析の事例だが，自由エネル
ギーは本論文と同じである．Eq. 4.55は文献 [98]の式 (8)と係数も含めて一致していることを確
認した．
同様に他の結合定数 ∆，Kに対する補正を計算する．応力テンソルσの zx成分は，

σzx = −K0
∂

∂x

(
∂2u
∂x2

)
− ∆0

(
∂2u
∂x2

)
− B0

(
∂u
∂x

) (
∂u
∂z

)
, (4.56)

で与えられる．これより∆ = ∆0 + δ∆，K = K0 + δKにより定義される揺らぎによる補正 δ∆, δK
は次式で与えられる．

δ∆ = B∆
〈 ˜(∂u
∂x
∂u
∂z

) [
q, k

] ˜(∂u
∂x
∂u
∂z

) [−q,−k]〉∣∣∣∣∣∣∣
q=0,k=0

(4.57)

= B∆
〈[(

k + k′
)2 (q′)2 + [k + k′]k′[q + q′]q′] G̃q′+q,k′+kG̃−q′,−k′

〉∣∣∣∣
q=0,k=0

,

δK = BK
∂

∂q2

∣∣∣∣∣
q=0,k=0

〈 ˜(∂u
∂x
∂u
∂z

) [
q, k

] ˜(∂u
∂x
∂u
∂z

) [−q,−k]〉
= BK

∂

∂q2

∣∣∣∣∣
q=0,k=0

〈[(
k + k′

)2 (q′)2 + [k + k′]k′[q + q′]q′] G̃q′+q,k′+kG̃−q′,−k′
〉
,

これらは文献 [113]の Fig.6 (b), (c)に対応する．δ∆の計算は δBと同様で，

δ∆ = C∆g0 (λΛ0)2
[
(Λx/Λ0)−1 − 1

]
∆, (4.58)

δK = CKg0 (λΛ0)2
[
(Λx/Λ0)−1 − 1

]
K,

となる．C∆, CKは定数であり，λ =
√
K/Bである．Eqs. 4.53及び 4.58より，揺らぎが増えると

Bは減少し，K及び ∆は増加する．
しかし，揺らぎが増加すると，δB/B � 1, δ∆/∆ � 1及び δK/K � 1 は成立せず，摂動展

開の妥当性が保証されない．このため，運動量殻積分による繰り込み群変換（Renormalization
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group変換，以下，RG変換）を用いる．最初に工学次元解析を行う．これは非線形項を含め
ない形で RG変換の再スケールステップを行うことに等しい．q′ = qel 及び x = x′el の再ス
ケールにより秩序変数は u = u′

(
el
)η
と変換されるとする．ηは秩序変数場のスケール次数であ

る．
∫
ddxB (∂u/∂z)2 はRG変換の再スケールにより不変のため，結合定数は B (l) = B

(
el
)d−2−2η

,

K (l) = K
(
el
)d−4−2η

,及び ∆ (l) = ∆
(
el
)d−2−2η

と変換される．
次に Eqs. 4.53及び 4.58に示す非線形項の運動量殻積分を行い，続いて再スケールを行うRG
変換を実施する．eδl ≈ 1+ δlと無限小変換を繰り返すことで，最終的に，Λ = Λ0e−lのスケール
における RG変換のベータ関数は

βB =
dB (l)
dl
=

[
2η − 3CBg0

]
B (l) , (4.59)

β∆ =
d∆ (l)
dl
=

[
2η +C∆g0

]
∆ (l) ,

βK =
dK (l)
dl
=

[
(−2 + 2η) +CKg0

]
K (l) ,

βg0 =
dg0 (l)
dl

= (5 − 2η) g0 (l) −Cg0g
2
0 (l) ,

となる．空間次数は d = 2とした．βg0 = 0により，RG変換の有意な無次元変数 g0はGauss型
固定点 g∗0 = 0の他に非ゼロ固定点 g∗0 = Cg0/(5 − 2η)をもつ．また，ベータ関数 Eq. 4.59 は文
献 [98]の Eqs. (10)-(11)と一致することを確認した．
これにより，k = Λ0 → k = Λ0e−lのRG変換により，”走る”結合定数 {B,∆,K}は非ゼロ固定

点付近において，

B (l) = B(0)
(
el
)xB∗

, (4.60)

∆ (l) = ∆(0)
(
el
)x∆∗

,

K (l) = K(0)
(
el
)xK∗

,

となる．ここで {B(l),∆(l),K(l)}のスケール次数 {xB∗, x∆∗, xK∗}は

xB∗ = 2η − 3CBg∗0, (4.61)

x∆∗ = 2η +C∆g∗0,

xK∗ = (−2 + 2η) +CKg∗0.

で表される．{B(0),∆(0),K(0)}は k = Λ0におけるベータ関数の初期値である．
最後に，繰り込まれた圧縮弾性率 BRのスケール指数を求める．スメクチック液晶の場合は

ϕ4モデルと異なり，系の結合定数が感受率 Bや Kで表されるため，物理的に測定される BRと，
自由エネルギーを記述する結合定数 B(l)を切り分ける必要がある．そのため，工学的次元の影
響は，BRが有限サイズのセルにおける実際の物理量を表すように，場のスケール指数 ηを調整
することで取り除かなければならない [96, 98]．彼らのアプローチに従うと，スケール依存性をも
つ繰り込まれた圧縮弾性率 BR は次のようになる．

B (k) = B0

(
Λ0

k

)−ηB∗
, (4.62)

ηB∗ = 3CBg∗0,
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ここで kは系のFourier空間上のスケール（波数）であり，B0 = B (0)とΛ0は定数である．Eq. 4.43
の k = π/LP

z ∼ Φを用いると，最終的に，繰り込まれた圧縮弾性率 BRはスケーリング関数Φを
用いて

BR = αB (Φ [ṡ,N, Lx])ηB∗ , (4.63)

と表される．ここで，αBは定数である．このように，繰り込まれた圧縮弾性率 BRは，相関長
LP
xや LP

z のスケーリング関数と同じ形のスケーリング関数Φで記述することができる．

4.4.3 ひずみ速度依存性をもつ座屈転移モデルのまとめ
圧縮誘起流の自己エネルギー Σṡq,kを有効自由エネルギー Fと相関関数 G̃q,kに組み込んだひず
み速度依存モデルを構築した．また，繰り込み群の方法により，揺らぎの非線形効果を結合定
数に組み込み，結合定数をスケール依存にした．このモデルは，揺らぎが抑制され，ひずみ速
度 ṡが増加するにつれて臨界ひずみが増加する CGMDの結果を再現することができる．また，
圧縮誘起流の自己エネルギーの結合定数 ∆ṡ，流れに伴う臨界歪みの増加量 δsc，相関長 Lx

Pと Lz
P，

及び，繰り込まれた圧縮弾性率 BR はすべてスケーリング関数Φ [ṡ,N, Lx]で記述できることを
示した（Eqs. 4.36, 4.39, 4.43,及び 4.63を参照）．また，以上の取り扱いは線形応答理論による
特異粘弾性挙動を取り扱うことと定性的に等しいことを示した．
本研究のスケーリングモデルと既往文献 [23–25,103] のモデルとの違いについて簡単に触れる．
既存の文献では，外部せん断流を受けるスメクチック液晶や膜の座屈安定性を議論している．
彼らの主な関心は座屈遷移を引き起こす臨界流速であるため，層揺らぎの非線形効果は無視さ
れ，臨界流量以外の結合定数は彼らのモデルにおいて異常なスケーリング挙動を示さない．こ
れに対し，本研究のモデルは，スメクチック液晶が圧縮されたときに層内・層間誘導流によっ
て引き起こされるスケールに依存した座屈挙動を解明することを目的としたものである．層揺
らぎの非線形効果を繰り込み群で結合定数に繰り込んでいるため，モデルの結合定数は，歪み
速度および系の相関長に依存するスケール依存性を示す．

4.5 結果及び考察
本節では，まず，前節で開発したモデルが，CGMDの結果の物理的な姿を明らかにすること
を示す．次に，圧縮弾性率 BRと臨界ひずみ scのひずみ速度 ṡ，層数 N，セルサイズ Lに対する
スケーリング関係を定式化した．そのスケーリング指数から，臨界座屈遷移における支配因子
を特定し，L = 10 µm, f = 10−1-107 s−1の時空間スケールで圧縮弾性率 BRと臨界ひずみ scを推
定することが可能となる．検証として，これらの推定値が既存の実験値と一致することを示す．

4.5.1 解析モデルとCGMDシミュレーションの比較
4.5.1.1 座屈遷移の歪み速度依存性

提案したモデルによると，応力-ひずみ関係は臨界点から遠い平坦相では線形であり，臨界点
に近づくと非線形になる．この線形性は，Eq. 4.38の Bs2/2項の層圧縮エネルギーが，臨界点
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から遠い平坦相で支配的であるために成立する．一方，臨界点付近では Kq4/2と Bsq2 の項が
支配的であり，層揺らぎを増加させる．この揺らぎは非線形項と結合し，応力-ひずみ曲線は非
線形となる．臨界歪み scは，いわゆる質量項 ∆q2/2によって決定される．質量項においては，
圧縮による層揺らぎのエネルギー Bsq2と圧縮誘起流の自己エネルギー Σṡq,kが競合する．圧縮誘
起流の自己エネルギーは層揺らぎを抑制するため，歪速度の増加による自己エネルギーの増加
とともに臨界歪み scが増加する．また，層揺らぎと圧縮誘起流によるエネルギーの競合は圧縮
弾性率 BRにも影響し，BRは臨界点 s = sc付近のひずみ速度 ṡに依存する（Fig. 4.2，後述する
Fig. 4.10参照）．

4.5.1.2 座屈遷移の層数依存性

圧縮誘起流の自己エネルギー Σṡq,k は層数 Nと歪み速度 ṡに依存し，層間の面外変位場 uの位
相ずれを引き起こす．スメクチック液晶の緩和周波数に近い ṡ = 105から 107 s−1 の周波数領域
でセルを圧縮すると，層内のダイレクタ nが平衡状態に達する前に面外変位場 uが移動する．
これにより，層間の位相差が生じる．この位相シフトは相関長 LP

z，すなわち層に垂直なうねり
の基底モードの波長を持つ．相関長 Lz

Pは層間の相互作用が弱ため比較的大きく，前述のように
100 nm程度と考えられている．この長さスケールはCGMDシミュレーションの単位セルサイズ
よりも大きいので，境界条件に注意する必要がある．層数 N = 8-12，セルサイズ L = 14-28 nm
のセルでは，境界条件は変形特性に大きな影響を与えない．この場合，各層が協調的に座屈す
ることは困難である．各層の協調座屈は液晶の緩和時間よりも長い時間を必要とするため，高
ひずみ率では協調運動が難しくなる．一方，N = 4のセルでは周期境界条件の影響を受けやす
く，各層が協調的に動くことができ，セルサイズ L→ ∞の挙動を示す．したがって，圧縮誘起
流の自己エネルギー Σq,k は層数 Nに依存性を持つ．これにより，応力-歪み関係（Fig. 4.2），う
ねり（Fig. 4.7），面内層角分布（Fig. 4.8及び Fig. 4.9）の層数依存性が説明できる．

4.5.1.3 座屈遷移のセルサイズ依存性

本研究の提案したモデルによれば，圧縮誘起流の自己エネルギー Σq,kと臨界ひずみ scはセル
サイズ Lに依存する．しかし，Fig.4.2の CGMDの結果では，明確ではない．これは以下のよ
うに考えることができる．Fig. 4.3に示すように，L = 14または 21 nmではドメインサイズは L
であるのに対し，L = 28 nmでは y方向のドメインサイズは Lではなく∼ L/2である．したがっ
て，ドメインサイズはセルサイズ Lとは異なる面内相関長 LP

y = 14-20 nmで決定されていると
考えられる．液晶の緩和時間は層のうねりの波数に依存する．緩和周波数がひずみ速度の周波
数より低い場合の長波数モードは，流れによって強く減衰され，層のうねりに寄与しない．相
関長は，この減衰される長波数モードの波数で規定される．前述のように，CGMDは相関長を
LP
y = 14-20 nmと推定しており，これはセルサイズ L = 28 nmより小さくなっている．したがっ
て，LP

y < Lの場合，ドメインサイズは相関長 LP
y で決定され，Lへの依存性は弱くなる．
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4.5.2 臨界座屈遷移のスケーリング解析
本節ではCGMDの結果から，圧縮弾性率 BRと臨界ひずみ scの具体的なスケーリング関数を
導出する．また，これらのスケーリング関数の対数重回帰検定により，座屈安定性の主な原因
を特定する．
Φ [ṡ,N, Lx]に同次関数を仮定し，Eq. 4.63に代入すると，BRのスケーリング関数は次のよう

になる．

BR [ṡ,N, Lx] = αBL−z0x ṡz1Nz2 . (4.64)

ここで，z0, z1, z2は BRのスケーリング関数の臨界次数である．同様に，Eq. 4.39の同次関数を
仮定すると，scのスケーリング関数は次のようになる．

sc [ṡ,N, Lx] ∼ δsc = αscL
−w0
x ṡw1Nw2 . (4.65)

w1, w2, w3は scのスケーリング関数の臨界次数である．また，s0c � δscのため，s0cは無視した．
次に，ひずみ速度 ṡ，層数 N，セルサイズ Lが圧縮弾性率 BRと限界ひずみ scに及ぼす影響

を，これらのスケーリング関数の対数重回帰検定により評価する．以下では，セルサイズを
L = Lx = Lyと定義する．BRまたは scを Y とし，Eq. 4.64及び Eq. 4.65,の対数をとると，次の
ようになる．

lnY = β0 + β1 ln ṡ + β2 lnN + β3 ln L. (4.66)

ここで βi (i = 1, 2, 3)は回帰係数である．これらの X = {ṡ,N, L}の因子が Y = {BR, sc}上で統計
的に有意であるかどうかを重回帰分析により評価する．Table 4.1 は，4.1.1節で説明した方法
によって得られた圧縮弾性率 BRと scのサンプリングデータである（Fig. 4.2参照）．データは
ṡ/ṡ0 = 1, 4, 8, 6, L/L0 = 1, 1.5, 2, and N/N0 = 1, 2, 3のセルの応力-ひずみ曲線から抽出した．ここ
で，ṡ0 = 1.78 × 105 s−1，L0 = 14 nm, N0 = 4である．
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Table 4.1. Dependence of the compressive modulus BR and the critical strainsc on the strain rate ṡ, the cell size
L, and the number N of layers: ṡ, L, and N are normalized by ṡ0 = 1.78 × 105 s−1, L0 = 14 nm, and N0 = 4,
respectively.[109]

Strain rate ṡ/ṡ0 Cell size L/L0 Number of layers N/N0 Compressive modulus BR Critical strain sc
1 1.0 1 103.7 × 106 0.118
1 1.5 1 107.4 × 106 0.134
1 2.0 1 101.3 × 106 0.134
4 1.0 1 131.3 × 106 0.184
4 1.5 1 126.6 × 106 0.187
4 2.0 1 138.6 × 106 0.185
8 1.0 1 157.2 × 106 0.200
8 1.5 1 155.2 × 106 0.216
8 2.0 1 167.2 × 106 0.225
16 1.0 1 186.5 × 106 0.234
16 1.5 1 176.0 × 106 0.246
16 2.0 1 198.6 × 106 0.244
4 1.0 2 153.2 × 106 0.202
4 1.5 2 140.7 × 106 0.192
4 2.0 2 155.4 × 106 0.189
4 1.0 3 162.5 × 106 0.188
4 1.5 3 184.6 × 106 0.229
4 2.0 3 177.1 × 106 0.209
8 1.0 2 179.3 × 106 0.233
8 1.5 2 174.7 × 106 0.221
8 2.0 2 184.9 × 106 0.225
8 1.0 3 181.1 × 106 0.223
8 1.5 3 221.8 × 106 0.252
8 2.0 3 218.3 × 106 0.220
16 1.0 2 217.7 × 106 0.266
16 1.5 2 203.2 × 106 0.247
16 2.0 2 215.5 × 106 0.255
16 1.0 3 230.7 × 106 0.240
16 1.5 3 262.0 × 106 0.286
16 2.0 3 262.3 × 106 0.251

BRの回帰係数 βiを Table 4.2に，scの回帰係数 βiを Table 4.3に示す．β̄は回帰係数 βiの平均
値，βi, δβはその標準偏差，β0.025と β0.975は 95%信頼性区間の下限値と上限値を示す．t = β̄/δβ
は t検定の t値で，回帰係数 βiが有意であるか否かを示す．Fig. 4.10は，圧縮弾性率 BRと限界
ひずみ scの歪み速度 ṡに対する依存性を示す．スケーリング関数（Eq.4.66，Table 4.2，Table 4.3
参照）でフィッティングした回帰曲線を合わせて示す．Fig. 4.11 に BRと scの層数 N 依存性，
Fig 4.12にセルサイズ L依存性を示す．これらの図から，圧縮弾性率 BRと臨界ひずみ scは，ひ
ずみ速度 ṡと層数 Nに大きく依存し，セルサイズ Lには弱く依存することがわかる．セルサイ
ズ Lへの依存性が低い理由は，前節で述べたように，LP

y < Lの場合，相関長 LP
y によってドメイ

ンサイズが決定されるためと想定される．これに対し，層数 N に対する依存性が高い理由は，
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Table 4.2. Regression coefficients of the scaling function of the compression modulus BR (ṡ, L,N) (cf.
Eq. 4.66): ”const.” represents a constant term, β̄ represents a mean of the regression coefficient, and δβ repre-
sents its standard deviation.[109] β0.025 and β0.975 are the values of coeffcients within two standard deviations,
respectively. t = β̄/δβ is the t-value of a t-test, which indicates whether the regression coefficient βi is significant
or not. The regression coefficients are calculated from the data shown in Table 4.1.

β̄ δβ t P > |t| β0.025 β0.975

const. 4.570 0.030 150.793 0.000 4.508 4.633
log (ṡ) 0.222 0.014 16.449 0.000 0.195 0.250
log (N) 0.229 0.024 9.598 0.000 0.180 0.278
log (L) 0.083 0.037 2.216 0.036 0.006 0.160

Table 4.3. Regression coefficients of the scaling function of the critical strain sc (ṡ, L,N) (cf. Eq. 4.66): ”const.”
represents a constant term, β̄ represents a mean of the regression coefficient, and δβ represents its standard
deviation.[109] β0.025 and β0.975 are the values of coeffcients within two standard deviations, respectively. t =
β̄/δβ is the t-value of a t-test, which indicates whether the regression coefficient βi is significant or not. The
regression coefficients are calculated from the data shown in Table 4.1.

β̄ δβ t P > |t| β0.025 β0.975

const. −2.025 0.030 −67.157 0.000 −2.088 −1.964
log (ṡ) 0.213 0.013 15.855 0.000 0.186 0.241
log (N) 0.094 0.024 3.957 0.001 0.045 0.143
log (L) 0.048 0.037 1.288 0.209 −0.029 0.125

以下のように考えられる．すなわち，層間に垂直な相関長 LP
z が比較的大きく，シミュレーショ

ンボックスの周期的境界の影響が小さい場合，層数が多いほど層間の位相ずれにより複数の層
が協調的に座屈することが難しくなるからである．
次に，圧縮弾性率 BRと臨界応力σcを Eq. 4.66のスケーリング関数を用いてスケーリングす
る．Table 4.1のデータから，10 µm，時間領域周波数 ṡ = 10−1 to 105 s−1 で BRと σcを導出し
た．Table 4.4は L = 10 µm, N = 4, ,ṡ = 0.1 to 105 s−1 のセルに対する推定値である．この表に
は，圧縮弾性率 BRと臨界応力 σcの実験値と理論値 [9, 11]が含まれている．ṡ = 10−1 and 10 s−1

の低周波領域での BRの推定値はそれぞれ BR = 5.58 × 106と 15.7 × 106 Pa であり，実験値の
BR = 5.9 × 106-25.3 × 106 Pa[9] と一致する．臨界応力 σcについては，文献 [11]では，λ = 1 nm,
K = 5.4−12 N, and B = 5.4 × 106として，σc = 2πBλ/Lz = 0.0339/Lz Paを理論的に推定してい
る．ṡ = 10−1-10 s−1の低周波領域での本研究の見積もりはσc = 4.18× 104 -3.11× 105 Paであり，
Lz = 0.1-10 µmのセルでの理論値 3.3 × 104 − 3.3 × 105 Paに相当する [11]．
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Table 4.4. Estimates of the compressive moduli B and the critical stresses σc = Bsc in the cases of the effective
cell thickness LPz = 0.1 µm, the cell size L = 10 µm, the number of layers N = 4, and the strain rate ṡ = 0.1
to 105 s−1, derived from the scaling functions Eq. 4.66 (cf. Tables 4.2 and 4.3).[109] The table includes the
experimental and theoretical values of B and σc in the existing literature.

This work ( LP
z = 0.1 µm, L=1 µm, N=4 ) References

ṡ (s−1) 1 × 10−1 1 × 101 1 × 103 1 × 105
B (×106 Pa) 5.58 15.7 43.4 121 5.9 − 25.3[9]
σc (×104 Pa) 4.18 31.1 232 1731 3.3 − 33[11]

Fig. 4.10. Dependence of (a) the compressive modulus BR and (b) the critical strain sc on the strain rate ṡ.[109]

Empty circles indicate the data for the number of layers N = 4 (N/N0 = 1, N0 = 4), empty squares indicate
those for N = 8 (N/N0 = 2), and empty triangles indicate those for N = 12 (N/N0 = 3). Three data sets for
L = 14, 21, and 28 nm are used for each condition of ṡ and N. The regression curves fitted by the scaling
functions are also shown (cf. Eq 4.66, Table 4.2 and Table 4.3). The dashed line indicates the regression curve
for N = 4, the dotted line for N = 8, and the dash-dot line for N = 12, respectively. Log stands for ln in the
figures.

4.5.3 CGMDと実験とのモデルの整合性のまとめ
本節では，特に圧縮周波数がスメクチック液晶の緩和周波数を超える場合，圧縮誘起流によ
る層揺らぎと層間位相差の競合が，臨界座屈挙動を決定することを明らかにした．また，圧縮
弾性率 BRと臨界ひずみ scのひずみ速度 ṡ，層数 N，セルサイズ Lに対する同次関数を用いた
スケーリング関係を定式化した．CGMDデータに対する回帰係数から，ひずみ速度 ṡと層数 N
が臨界座屈遷移における支配因子であることが明らかとなった．CGMDデータにフィッティン
グしたスケーリング関数により，L = 10 µm, f = 10−1 - 107 s−1.の時空間スケールで圧縮弾性率
BRと臨界応力σc を推定することができた．低周波領域における BRとσcの推定値は，既存の
文献にある実験値および理論値と一致することを示した [9, 11]．
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Fig. 4.11. Dependence of (a) the compressive modulus BR and (b) the critical strain sc on the number N of
layers.[109] Empty circles indicate the data for the strain rate of ṡ = 7.12 × 105 s−1 (ṡ0 = 1.78 × 105 s−1), and
empty squares indicate those for ṡ = 28.5 × 105 s−1. Three data sets for L = 14, 21, and 28 nm are used for
each condition of ṡ and N. The regression curves fitted by the scaling functions are also shown (cf. Eq 4.66,
Table 4.2 and Table 4.3). The dashed line indicates the regression curve for ṡ/ṡ0 = 4, and the dash-dot line for
ṡ/ṡ0 = 16, respectively. Log stands for ln in the figures.

4.6 第4章の結論
本章では，スメクチック液晶の臨界座屈について，トポロジカル欠陥生成を含む座屈特性に
最適化した CG力場を用いた CGMDによって明らかにされた特異的な粘弾性挙動を再現する
スケーリング解析式を開発した．特に，スメクチック液晶の緩和周波数に近い 105 − 107s−1の
高周波数領域における座屈不安定性の発生機構を明らかにした．このような超音波領域の振動
特性はスメクチック液晶の特異粘弾性特性を把握する上で産業上有用なものであるが，実験に
よって内部構造を把握することは困難であった．したがって，本研究で得られた知見は，スメ
クチック液晶の座屈不安定性を微視的観点から制御するための材料設計指針になる．以下，応
用例を説明する前に，主に 2つの重要なポイントをまとめる．
まず，CGMDにより，臨界ひずみ sc，応力-ひずみ曲線，圧縮弾性率 B，層角 θなどの物理量
が，ひずみ速度 ṡと層数 Nに強く依存することが明らかになった．液晶の緩和周波数に近い高
周波数領域では，圧縮に誘起された流れが，層内のダイレクタが動き出す前に各層をランダム
に動かし，各層間でうねりの大きな位相ずれが発生していることがわかった．その結果，ひず
み速度と層数の増加に伴い，複数層の協調座屈が抑制されることがわかった．つまり，ひずみ
速度による圧縮誘起流の抑制効果とひずみによる層のうねりの揺らぎとの競合がスメクチック
液晶の臨界座屈挙動を決定していることが明らかになった．
第二に，シミュレーション結果を再現するために，結合定数がひずみ速度依存性とドメイン
サイズ依存性を併せ持つスケーリングモデルを開発した．圧縮による流動と層揺らぎの結合を
表現するために，自己エネルギーをモデルに導入した．また，揺らぎの非線形効果を繰り込み
群を用いて結合定数に繰り込み，スケール依存性を持たせた．これにより，モデルの圧縮弾性
率 BRと限界ひずみ scは，ひずみ速度 ṡ，層数 N，セルサイズ Lの同次関数によるスケーリング
関数で記述される．また，シミュレーションデータに対する回帰係数を導き，臨界座屈遷移にお
ける支配因子を同定した．CGMDデータに合わせ込んだスケーリング関数により，L = 10 µm,
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Fig. 4.12. Dependence of (a) the compressive modulus BR and (b) the critical strain sc on on the cell size L.[109]

Empty circles indicate the data for the strain rate of ṡ = 1.78 × 105 s−1 (ṡ0 = 1.78 × 105 s−1), empty squares
indicate those for ṡ = 7.12×105, and empty triangles indicate those for ṡ = 28.5×105 s−1. The data sets for the
four-layered cell are used for each condition of ṡ and L. The regression curves fitted by the scaling functions are
also shown (cf. Eq 4.66, Table 4.2 and Table 4.3). The dashed line indicates the regression curve for ṡ/ṡ0 = 1,
the dotted line for ṡ/ṡ0 = 4, and the dash-dot line for ṡ/ṡ0 = 16, respectively. Log stands for ln in the figures.

f = 10−1 - 107 s−1 の時空間スケールで圧縮弾性率 BRと臨界応力 σcを推定することができた．
低周波領域における BRとσcの推定値は，既存文献の実験値および理論値と整合していること
を示した．
以上のように，CGMDシミュレーションと開発したスケーリングモデルを組み合わせること
で，実験で確認できる低い周波数領域から，現在の実験では到達できない高い周波数領域までの
広い範囲で，分子構造を反映したスメクチック液晶の座屈特性を推定することが可能となった．
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第5章 結論

本論文ではCGMDを用いてスメクチック液晶の特異粘弾性挙動や座屈遷移現象を微視的な観
点から捉え，その動的なスケーリング解析モデルを構築した．粗視化分子動力学モデルは，分
子構造やその特性を用いて系統的に導出したものであり，実験と既知の理論を再現する検証が
できている．粗視化モデル抽出に援用した機械学習では，計算コストが高いというMDの弱点
に対処している．また，解析的な理論の構築では，桁違いのスケールをつなぐ枠組みを確立で
きた．実験的な特徴は再現し，粗視化モデルの予見性能を活かしている．結果として得られた
知見も，液晶が流体と弾性体の中間の性質を持つことが反映されていて，重要な設計因子を特
定している．
この CGMDと動的なスケーリング解析モデルからなるフレームワークの応用として，スメ

クチック液晶材料の微細構造設計指針を以下に提案する．シミュレーションによると，相関長
とほぼ等しいか小さい単位セルサイズのセルを超音波領域のひずみ速度で圧縮すると，面内方
向の液晶のダイレクタ場が平衡状態に達する前に面外方向に層の変位が動いてしまう．このた
め，層間の変位場の位相がずれ，複数層の協調座屈が起きない．そこで，層間に平行に数十 nm
の周期構造を設け，層間に垂直に大きな面外周期構造を設けることで高アスペクト比を実現し，
座屈不安定性を抑制することができると考えられる．
このように，本フレームワークは実験的に検証可能な低周波領域から現在の実験では到達で
きない高周波領域まで，ナノスケールでの構造設計指針を与えることができ，固体分野で顕著
な物質予測を可能にする密度汎関数法に匹敵するシミュレーションツールとなり得る．本フレー
ムワークは，流動場におけるラメラ膜やミセル膜の超音波に対する応答を予測することができ
る．そのため，本ツールによる予測に基づき，スメクチック液晶のミセル構造を形成し，超音
波を照射することで動的に構造変化を誘起し，薬物放出を制御するドラッグデリバリーシステ
ムに適した物質構造設計が実現できる可能性がある．このように，本フレームワークは，ソフ
トマター分子やナノ構造の設計を支援するツールとして応用できる可能性を持っている．
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